


Ch. 2 Limits

2.1 Introduction to Limits

1 Find Limit Algebraically I

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the indicated limit.

1) lim
x→8

(6x + 2)

A) 50 B) 8 C) -46 D) 2

2) lim
x→3

(x2 - 5x + 3.)

A) -3 B) -9 C) 21 D) Does not exist

3) lim
t→6

(t3 + 2t2 - 6t - 1)

A) 251 B) 252 C) 11 D) 65

4) lim
n→-3

(n2 - y2)

A) 9 - y2 B) -9 - y2 C) n2 - 9 D) -3(n2 - y2)

5) lim
t→-18

(t2 - 324)

A) 0 B) -324 C) 324 D) 648

6) lim
x→7

x2 - 49
x - 7

A) 14 B) 1 C) 7 D) Does not exist

7) lim
x→-8

x2 + 17x + 72
x + 8

A) 1 B) 272 C) 17 D) Does not exist

8) lim
x→3

x2 + 3x - 18
x - 3

A) 9 B) 0 C) 3 D) Does not exist

9) lim
x→3

x2 + 6x - 27
x2 - 9

A) 2 B) 0 C) - 1 D) Does not exist
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10) lim
x→1

x2 - 1
x2 - 5x + 4

A) - 2
3

B) - 1
3

C) 0 D) Does not exist

2 Find Limit Algebraically II

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the indicated limit.

1) lim
x→1

x3 - 2x2 - 8x + 9
x - 1

A) - 9 B) 9 C) - 8 D) - 10

2) lim
x→0

x4 + 3x3 - 54x2

x2

A) -54 B) 0 C) 3 D) Does not exist

3) lim
x→-n

x2 - n2
x + n

A) -2n B) 2n C) 0 D) -2x

4) lim
x→2+

7 (x - 2)3
x - 2

A) 0 B) 7 2 C) 7 D) Does not exist

5) lim
u→1

  (4u + 6)(4u - 4)
3

(u - 1)2

A) 0 B) 10 C) 4 D) Does not exist

6) lim
t→1+

(t + 36)(t - 1)2
13t - 13

A) 37
13

B) 0 C) 1
13

D) Does not exist

7) lim
h→0

  (7 + h)
2 - 49
h

A) 14 B) 49 C) 7 D) Does not exist

8) lim
h→0

  (x + h)
3 - x3
h

A) 3x2 B) 0 C) 3x2 + 3xh + h2 D) Does not exist
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9) lim
x→-5

 x
4 - 50x2 + 625

(x + 5)2

A) 100 B) 0 C) -100 D) -25

3 Tech: Find Limit by Graphing Function

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use a graphing calculator to find the indicated limit by plotting the function near the limit point.

1) lim
x→0

sin 8x
8x

A) 1 B) 0 C) 8 D) 1
8

2) lim
t→0

1 - cos t
7t

A) 0 B) 1 C) 7 D) 1
7

3) lim
x→0

  (6 - 6 cos x)
4

x4

A) 0 B) 6 C) 1 D) 1296

4) lim
x→0

  (7x - 7 sin x)
2

x2

A) 0 B) 7 C) 1 D) 49

5) lim
t→5

t2 - 25
sin (t - 5)

A) 10 B) 25 C) 0 D) 1

6) lim
u→π/4

18(u - π/4)
tan u - 1

A) 9 B) 18 C) 0 D) 1
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4 Find Limit/Function Value from Graph

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use the graph to evaluate the indicated limit or function value or state that it does not exist.

1) Find lim
x→-1

f(x) and f(-1).

x-4 -2 2 4

y
4

2

-2

-4

A

x-4 -2 2 4

y
4

2

-2

-4

A

A is the point  -1,  2
3

A) 2
3
;  -1 B) 2

3
;  does not exist C) Does not exist;  -1 D) -1;  2

3

2) Find  lim
x→0

f(x) and f(0).

x-3 -2 -1 1 2 3

y
10

8

6

4

2

-2

x-3 -2 -1 1 2 3

y
10

8

6

4

2

-2

A) 0; 6 B) 6; 0 C) 0; does not exist D) Does not exist; 6
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3) Find  lim
x→0

f(x) and f(0).

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y
4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y
4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

A) Does not exist; 1 B) 1; 1

C) Does not exist; does not exist D) -1; 1

4) Find lim
x→0

f(x) and f(0).

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y
4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y
4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

A) 0; 0 B) 0; does not exist

C) Does not exist; 0 D) Does not exist; does not exist
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5) Find lim
x→1

f(x) and f(1).

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

A) -2; does not exist B) -2; -2

C) Does not exist; -2 D) Does not exist; does not exist

6) Find lim
x→(π/2)-

f(x)   and    lim
x→(π/2)+

f(x).

x
-π

-π
2

π
2 π

3π
2 2π

y

6

4

2

-2

-4

-6

x
-π

-π
2

π
2 π

3π
2 2π

y

6

4

2

-2

-4

-6

A) 4; 1 B) 1; 4 C) π
2
;  π
2

D) Does not exist; 1
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7) Find lim
x→(π/2)-

f(x)   and    lim
x→π/2

f(x).

x
-π

-π
2

π
2 π

3π
2 2π

y

6

4

2

-2

-4

-6

x
-π

-π
2

π
2 π

3π
2 2π

y

6

4

2

-2

-4

-6

A) 5; does not exist B) 5; 1 C) π
2
;  π
2

D) Does not exist; 1

8) Find lim
x→0-

f(x)   and    lim
x→0+

f(x).

x-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

y7
6
5
4
3
2
1

-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7

x-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

y7
6
5
4
3
2
1

-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7

A) 3; -1 B) -1; 3

C) 3; Does not exist D) Does not exist; does not exist

9) Find lim
x→0

f(x) and f(0).

x-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

y7
6
5
4
3
2
1

-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7

x-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

y7
6
5
4
3
2
1

-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7

A) Does not exist; 1 B) 1; 1

C) 1; -1 D) Does not exist; does not exist
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10) Find lim
x→2-

f(x)   and    lim
x→2+

f(x).

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) 3; -2 B) -2; 3

C) 1; 1 D) Does not exist; does not exist

11) Find lim
x→2

f(x) and f(2).

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) Does not exist; 1 B) 3; 1

C) 1; 1 D) Does not exist; does not exist
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5 Find Limit of Piecewise/Greatest Int/Abs Value Func by Graphing

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Graph the function and find the indicated limit.

1) Graph the function f(x) and then find  lim
x→1

f(x) or state that it does not exist.

f(x) =    2           for x ≥ 1
-5 - x     for  x < 1

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

A)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→1

f(x) does not exist

B)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→1

f(x) does not exist

C)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→1

f(x) = 2

D)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→1

f(x) = 2
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2) Graph the function f(x) and find  lim
x→0-

f(x) or state that it does not exist.

f(x) =  x - 3    for  x > 0
1        for  x ≤ 0

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

A)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0-

f(x) = 1

B)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0-

f(x) = 1

C)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0-

f(x) does not exist

D)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0-

f(x) does not exist
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3) Graph the function f(x) and find  lim
x→0+

f(x) or state that it does not exist.

f(x) =  4x + 2     for  x < 0
5x2 - 3   for  x ≥ 0

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

A)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

lim
x→0+

f(x) = - 3

B)

x-10 10

y
10

-10

x-10 10

y
10

-10

lim
x→0+

f(x) = - 3

C)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

lim
x→0+

f(x) does not exist

D)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

lim
x→0+

f(x) does not exist
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4) Graph the function f(x) and find  lim
x→-1

f(x) or state that it does not exist.

f(x) =
 

   x2 - 9       for  x < -1
   0               for  -1 ≤ x ≤ 1
   x2 + 9       for  x > 1

x-10 10

y

10

-10

x-10 10

y

10

-10

A)

x-10 -5 5 10

y

10

-10

x-10 -5 5 10

y

10

-10

lim
x→-1

f(x) does not exist

B)

x-10 -5 5 10

y

10

-10

x-10 -5 5 10

y

10

-10

lim
x→-1

f(x) = 10

C)

x-10 -5 5 10

y

10

-10

x-10 -5 5 10

y

10

-10

lim
x→-1

f(x) = -8

D)

x-10 -5 5 10

y

10

-10

x-10 -5 5 10

y

10

-10

lim
x→-1

f(x) = 0
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5) Graph the function f(x) =  x  + 1 and find  lim
x→1

f(x) or state that it does not exist.

x

y

x

y

A)

x

y

x

y

lim
x→1

f(x)  does not exist.

B)

x

y

x

y

lim
x→1

f(x)  does not exist.

C)

x

y

x

y

lim
x→1

f(x) = 2

D)

x

y

x

y

lim
x→1

f(x) = 0
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6) Graph the function f(x) =   x + 1   and find  lim
x→1-

f(x) or state that it does not exist.

x

y

x

y

A)

x

y

x

y

lim
x→1-

f(x) = 1

B)

x

y

x

y

lim
x→1-

f(x)  does not exist

C)

x

y

x

y

lim
x→1-

f(x) = 2

D)

x

y

x

y

lim
x→1-

f(x) = 1
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7) Graph the function f(x) =  x + 1   and find  lim
x→1+

f(x) or state that it does not exist.

x

y

x

y

A)

x

y

x

y

lim
x→1+

f(x) = 2

B)

x

y

x

y

lim
x→1+

f(x)  does not exist

C)

x

y

x

y

lim
x→1+

f(x) = 1

D)

x

y

x

y

lim
x→1+

f(x) = 2
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8) Graph the function f(x) = 4 x
x
  and  find  lim

x→0
f(x).

x-5 5

y

5

-5

x-5 5

y

5

-5

A)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0

f(x) does not exist

B)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0

f(x) = 4

C)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0

f(x) does not exist

D)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0

f(x) = -4
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9) Graph the function f(x) = 3 x
x
  and  find  lim

x→0-
f(x).

x-5 5

y

5

-5

x-5 5

y

5

-5

A)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0-

f(x) = -3

B)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0-

f(x) does not exist

C)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0-

f(x) does not exist

D)

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

lim
x→0-

f(x) = 3
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6 Find Limit: Absolute Value/Radicals/Greatest Int Func

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit or state that it does not exist.

1) lim
x→9

x2 - 81
x - 9

A) 1 B) 18 C) 9 D) Does not exist

2) lim
x→8-

x2 - 64
x - 8

A) -16 B) 16 C) -8 D) Does not exist

3) lim
x→0

x + 7 -  7
x

A) 1
2 7

B) 7
7

C) 7 D) Does not exist

4) lim
x→6

x - 6
x - 6

A) 1 B) -1 C) 6 D) Does not exist

5) lim
x→8-

x - 8
x - 8

A) -1 B) 1 C) 8 D) Does not exist

6) lim
x→-10-

1
x + 10

 -  1
x + 10

A) -1 B) -10 C) 10 D) Does not exist

7) lim
x→0+

x
x
(-1) 1/x

A) 1 B) -1 C) 0 D) Does not exist

8) lim
x→0+

x (-1) 1/x

A) 0 B) -1 C) 1 D) Does not exist

7 Find Limit of Greatest Integer Function

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit or state that it does not exist.

1) lim
x→4-

(x -  x  )

A) 1 B) 0 C) 4 D) Does not exist
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2) lim
x→9

(x -  x  )

A) 1 B) 0 C) 9 D) Does not exist

3) lim
x→6+

1
x - 6

A) 1 B) 0 C) 6 D) Does not exist

4) lim
x→3

  x  +  -x

A) -1 B) 1 C) 0 D) Does not exist

5) lim
x→0+

2x 1/x

A) 2 B) 1 C) 0 D) Does not exist

6) lim
x→0+

x   1/x

A) 1 B) -1 C) 0 D) Does not exist

7) lim
x→10-

x  /x

A) 9
10

B) 1 C) 10 D) Does not exist

8) lim
x→15

x  /x

A) 14
15

B) 1 C) 15 D) Does not exist

9) lim
x→9+

x - 9  /(x - 9)

A) 0 B) 1 C) 9 D) Does not exist

10) lim
x→2-

x - 2  /(x - 2)

A) 0 B) 1 C) 2 D) Does not exist
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8 Tech: Find Limit

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use a software package to find the limit or state that it does not exist.

1) lim
x→0

10
4
x

A) 0 B) 1 C) 10 D) Does not exist

2) lim
x→0

5
3
x

A) 0 B) 1 C) 5 D) Does not exist

3) lim
x→0+

( x )x

A) 1 B) -1 C) 0 D) Does not exist

4) lim
x→0

x x

A) 1 B) -1 C) 0 D) Does not exist

5) lim
x→0

sin (5x)/9x

A) 5
9

B) 1 C) 0 D) Does not exist

6) lim
x→0

x sin  1
x

A) 0 B) 1 C) -1 D) Does not exist

7) lim
x→3-

x2 + 3x - 18
x - 3

A) -9 B) -3 C) 9 D) Does not exist

8) lim
x→3

x3 - 27
2x + 3 - 3

A) 81 B) -9 C) 0 D) Does not exist

9) lim
x→0

x sin x
sin (x2)

A) 1 B) -1 C) 0 D) Does not exist
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9 *Know Concepts: Introduction to Limits

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Provide an appropriate response.

1) Let f(x) =  x       if x is rational
x2     if x is irrational

For what values of a, if any, does  lim
x→a

f(x) exist?

A) 0, 1 B) -1, 0, 1

C) All natural numbers D) All real numbers

2) Let f(x) =  x           if x is rational
x - 4     if x is irrational

For what values of a, if any, does  lim
x→a

f(x) exist?

A) None B) All integers C) 4 D) -4, 4

SHORT ANSWER.  Write the word or phrase that best completes each statement or answers the question.

3) Sketch the graph of a function f that satisfies the following conditions:

(a) lim
x→2-

f(x) = 3

(b) lim
x→2+

f(x) = -1

(c) f(2) = 2

4) Sketch the graph of a function f that satisfies the following conditions:
(a) lim

x→0
f(x) = 0

(b)  f(0) = 6

5) Sketch the graph of a function f that satisfies the following conditions:

(a) lim
x→(-1)-

f(x) = -8

(b) lim
x→(-1)+

f(x) = 2

(c)  f(-1) = 2
(d) lim

x→1-
f(x) = 2

(e) lim
x→1+

f(x) = 10

(f) f(1) = 2
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6) Sketch the graph of a function f that satisfies the following conditions:

(a) lim
x→0-

f(x) = 1

(b) lim
x→0+

f(x) = 0

(c)  f(0) = 1
(d) lim

x→1
f(x) = 4

(e) f(1) = -2

2.2 Rigorous Study of Limits

1 Write Epsilon-Delta Definition of Statement

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Give the appropriate ε-δ definition of the statement.

1) lim
x→x0

f(x) = L

A) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - x0  < δ ⇒  f(x) - L  < ε.

B) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - x0  < δ ⇒  f(x) - L  > ε.

C) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - x0  < ε ⇒  f(x) - L  < δ.

D) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - x0  < ε ⇒  f(x) - L  > δ.

2) lim
n→y

g(n) = B

A) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all n,
0 <  n - y  < δ ⇒  g(n) - B  < ε.

B) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all n,
0 <  n - y  < δ ⇒  g(n) - B  > ε.

C) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all n,
  n - y  > δ ⇒  g(n) - B  < ε.

D) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all n,
n - y  > δ ⇒  g(n) - B  > ε.
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3) lim
n→a

h(n) = P

A) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all n,
0 <  n - a  < δ ⇒  h(n) - P  < ε.

B) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all n,
0 <  n - a  < δ ⇒  h(n) - P  > ε.

C) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all n,
n - a  > δ ⇒  h(n) - P  < ε.

D) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all n,
0 <  n - a  < ε ⇒  h(n) - P  < δ.

4) lim
x→b-

g(x) = M

A) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  b - x < δ ⇒  g(x) - M  < ε.

B) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - b < δ ⇒  g(x) - M  < ε.

C) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  b - x < δ ⇒  g(x) - M  > ε.

D) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - b < δ ⇒  g(x) - M  > ε.

5) lim
x→a+

f(x) = M

A) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - a  < δ ⇒  f(x) - M  < ε.

B) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 < a - x  < δ ⇒  f(x) - M  < ε.

C) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - a   < δ ⇒  f(x) - M  < ε.

D) For each given number ε > 0, there is a corresponding  δ > 0, such that for all x,
0 <  x - a  < δ ⇒  f(x) - M  > ε.
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2 Use Graph to Find Delta

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use the graph to determine how close x must be to x0 in order that f(x) is within ε of L. Your answer should be of the
form ʺIf x is within ___ of ___, then f(x) is within ____ of ___ .ʺ

1)

x

y
4.75

4.5

4.25

4

3.75

3.5

3.25

3

(1.9, 3.8)

(2, 4)

(2.1, 4.2)

x

y
4.75

4.5

4.25

4

3.75

3.5

3.25

3

(1.9, 3.8)

(2, 4)

(2.1, 4.2)

  

f(x) = 2x
x0 = 2
L = 4
ε = .2

A) If x is within 0.1 of 2, then f(x) is within 0.2 of 4.

B) If x is within 0.2 of 2, then f(x) is within 0.1 of 4.

C) If x is within 0 5 of 2 then f(x) is within 0 2 of 4
2)

x

y

(-1.9, 2.8)

(-2, 3)

(-2.1, 3.2)

x

y

(-1.9, 2.8)

(-2, 3)

(-2.1, 3.2)

  

f(x) = -x
x0 = -2
L = 3
ε = .2

A) If x is within 0.1 of -2, then f(x) is within 0.2 of 3.

B) If x is within 0.1 of 3, then f(x) is within 0.2 of -2.

C) If x is within 0.2 of -2, then f(x) is within 0.1 of 3.

D) If x is within 0.4 of -2, then f(x) is within 0.2 of 3.
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3)

x

y
5

4

3

2

(4.2412, 2.91)(4.2412, 2.91)
(5, 3.16)(5, 3.16)

(5.8213, 3.41)(5.8213, 3.41)

x

y
5

4

3

2

(4.2412, 2.91)(4.2412, 2.91)
(5, 3.16)(5, 3.16)

(5.8213, 3.41)(5.8213, 3.41)

    

f(x) =  2x
x0 = 5

L =  10
ε = 0.25

A) If x is within 0.7588 of 5, then f(x) is within 0.25 of   10 .

B) If x is within 0.25 of 5, then f(x) is within 0.7588 of   10 .

C) If x is within 0.3125 of 5, then f(x) is within 0.25 of   10 .

D) If x is within 0.0427 of 5, then f(x) is within 0.25 of   10 .

4)

x

y
9

8

7

6

5

4

(1.73, 5)(1.73, 5)

(2, 6)(2, 6)

(2.24, 7)(2.24, 7)

x

y
9

8

7

6

5

4

(1.73, 5)(1.73, 5)

(2, 6)(2, 6)

(2.24, 7)(2.24, 7)

    

f(x) = x2 + 2
x0 = 2
L = 6
ε = 1

A) If x is within 0.24 of 2, then f(x) is within 1 of 6 B) If x is within 0.25 of 2, then f(x) is within 1 of 6

C) If x is within 1 of 2, then f(x) is within 0.24  of 6 D) If x is within 0.24 of 6, then f(x) is within 1 of 2
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3 Find Appropriate Delta by Graphing

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Let L be the value of  lim
x→x0

f(x). Use graphical methods, and the additional information provided, to find a  δ > 0 so that

if 0 <  x - x0  < δ, then  f(x) - L  < ε.

1) Let f(x) = 3x + 5, x0 = 2, L = 11, and ε = 0.2

A) 0.07 B) 9 C) 0.5 D) 0.4

2) Let f(x) = x - 4, x0 = 1, L = -3, and ε = 0.2

A) 0.2 B) -4 C) 0.5 D) 0.4

3) Let f(x) = -3x + 1, x0 = -1, L = 4, and ε = 0.2

A) 0.07 B) 5 C) 0.5 D) 0.4

4) Let f(x) =  5x, x0 = 2, L =  10, and ε = 0.25

A) 0.3005 B) 1.16 C) 0.25 D) 0.50

5) Let f(x) =  x - 1, x0 = 3, L =  2, and ε = 0.25

A) 0.64 B) -1.59 C) 0.25 D) 0.50

6) Let f(x) = x2 - 3, x0 = 1, L = -2, and ε = 1.0

A) 0.41 B) -3 C) 0.2 D) 0.5

4 *Give an Epsilon-Delta Proof of Limit Fact

SHORT ANSWER.  Write the word or phrase that best completes each statement or answers the question.

Give an ε-δ proof of the limit fact.

1) lim
x→6

(5x - 1) = 29

2) lim
x→3

x2 - 9
x - 3

 = 6

3) lim
x→4

3x2 - 8x- 16
x - 4

 = 16

4) lim
x→5

6x =  30

5) lim
x→3

x2 + 4x - 18 = 3

Page 26



6) lim
x→5

1
x
 = 1

5

7) lim
x→0

x4 = 0

8) lim
x→0+

4
x = 0

9) lim
x→7

x - 7  = 0

[Hint: consider right- and left-hand limits]

2.3 Limit Theorems

1 Find Limit Using Main Limit Theorem

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the indicated limit or state that it does not exist.

1) lim
x→8

(10x - 7)

A) 73 B) 87 C) -87 D) -73

2) lim
x→7

(2x2 - 3x - 7)

A) 70 B) 84 C) 112 D) 126

3) lim
x→6

10x(x + 9)(x - 3)

A) 2700 B) 8100 C) -540 D) -2700

4) lim
x→10

4x + 49

A) 89 B) 89 C) -89 D) - 89

5) lim
x→1

  x2 + 4x + 4

A) 3 B) 9 C) ±3 D) Does not exist

6) lim
x→ 3

[(5x2 - 1)(5x2 - 3)]

A) 168 B) 1848 C) 528 D) 288
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7) lim
x→-2

5x2 + 1
4 - 9x

A) 21
22

B) -  9
22

C) - 3
2

D) 9
14

8) lim
w→5

-4w3 + 2w2 + 495

A) 3 5 B) 9 5 C) 15 D) 46

9) lim
y→5

25y3 + 125y
y + 25

1/3

A) 5 B) 25 C)
3
25 D)

3
5

10) lim
w→4

(5w3 - 3w2 - 223)-1/2

A) 1
7

B) 1
49

C) 1
55

D) 55

2 Find Limit of Rational Function Using Main Limit Theorem

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the indicated limit or state that it does not exist.

1) lim
x→4

x2 - 16
x - 4

A) 8 B) 1 C) 4 D) Does not exist

2) lim
x→-8

x2 + 17x + 72
x + 8

A) 1 B) 272 C) 17 D) Does not exist

3) lim
x→3

x2 + 3x - 18
x - 3

A) 9 B) 0 C) 3 D) Does not exist

4) lim
x→2

x2 + 2x - 8
x2 - 4

A) 3
2

B) 0 C) - 1
2

D) Does not exist

5) lim
x→1

x2 - 1
x2 - 4x + 3

A) - 1 B) - 1
2

C) 0 D) Does not exist
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6) lim
x→3

 x
2 - 7x + 12
x2 - 2x - 3

A) - 1
4

B) 1
4

C) 7
4

D) Does not exist

7) lim
x→9

x2 - 81
x + 81

A) 0 B) 18 C) 9 D) 1

8) lim
x→1

x3 - 6x2 + 9x - 6
x3 + x2 - 15x + 1

A) 1
6

B) - 5
6

C) 1
7

D) - 11
6

9) lim
u→5

u2 + ux - 5u - 5x
u2 + 2u- 35

A) x + 5
12

B) x - 5
12

C) u + 5
12

D) Does not exist

10) lim
w→9

(w - 9)(w2 - 4w - 45)
w2 - 18w + 81

A) 14 B) 4 C) -4 D) Does not exist

3 Evaluate Limit Using Limit Rules

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) Let lim
x→2

f(x) = 6    and    lim
x→2

g(x) = -2.

Find lim
x→2

[f(x) - g(x)].

A) 8 B) 4 C) 2 D) 6

2) Let lim
x→7

f(x) = -1    and    lim
x→7

g(x) = 4.

Find lim
x→7

[f(x) · g(x)].

A) -4 B) 3 C) 7 D) 4

3) Let lim
x→-1

f(x) = 10    and    lim
x→-1

g(x) = -6.

Find lim
x→-1

f(x)
g(x)

.

A) - 5
3

B) 16 C) - 3
5

D) -1
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4) Let lim
x→10

f(x) = 6    and    lim
x→10

g(x) = 7.

Find lim
x→10

[f(x) + g(x)]2.

A) 169 B) 85 C) 13 D) -1

5) Let lim
x→-8

f(x) = 8    and    lim
x→-8

g(x) = -1.

Find lim
x→-8

-8f(x) - 7g(x)
g(x) - 4

.

A) 57
5

B) 9 C) -8 D) 71
5

6) Let lim
x→7

f(x) = 8    and    lim
x→7

g(x) = 3.

Find lim
x→7

3
f(x) [g(x) + 1].

A) 8 B) 7 C) 28 D) 32

7) Let  lim
x→a

f(x) = 20    and    lim
x→a

g(x) = -22.

Find  lim
x→a

f(x) = [  f(x)  +  27g(x)  ].

A) 614 B) 1034 C) -574 D) 1134

8) Let  lim
x→a

f(x) = 7    and    lim
x→a

g(x) = 9.

Find  lim
x→a

f2(x) + g2(x).

A) 130 B) 63 C) 256 D) 16

9) Let  lim
x→a

f(x) = -1   and    lim
x→a

g(x) = 5.

Find  lim
x→a

[f(x) - 3]2.

A) 16 B) -10 C) 1296 D) 4

10) Let  lim
x→a

f(x) = -1   and    lim
x→a

g(x) = 5.

Find  lim
x→a

[f(x) - 3g(x)]3.

A) -4096 B) -376 C) 2744 D) -8000
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4 Find Limit of Average Rate of Change

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Solve the problem.

1) Given that f(x) = 4x2,  find lim
x→5

[f(x) - f(5)/(x - 5)].

A) 40 B) 20 C) 100 D) Does not exist

2) Given that f(x) = 2x2 + 3,  find lim
x→-3

[f(x) - f(-3)/(x + 3)]

A) -12 B) 18 C) -9 D) Does not exist

3) Given that f(x) = -5x + 6,  find lim
x→7

[f(x) - f(7)/(x - 7)]

A) -5 B) -29 C) -35 D) Does not exist

4) Given that f(x) = x
5
 + 1,  find lim

x→8
[f(x) - f(8)/(x - 8)]

A) 1
5

B) 13
5

C) 8
5

D) Does not exist

5) Given that f(x) = 1
x
,  find lim

x→3
[f(x) - f(3)/(x - 3)]

A) - 1
9

B) 1
3

C) -3 D) Does not exist

6) Given that f(x) = 2 x,  find lim
x→16

[f(x) - f(16)/(x - 16)]

A) 1
4

B) 16 C) 4 D) Does not exist

7) Given that f(x) = 2 x + 3,  find lim
x→16

[f(x) - f(16)/(x - 16)]

A) 1
4

B) 16 C) 4 D) Does not exist

5 Find One-Sided Limit

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the right- or left-hand limit or state that it does not exist.

1) lim
x→3-

x - 3
x - 3

A) -1 B) 1 C) 3 D) Does not exist
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2) lim
x→-11-

1331 + x3
x

A) 0 B) -11 C) 1331 D) Does not exist

3) lim
x→3-

x - 3

x2 - 9

A) 0 B) 1
6

C) 3 D) Does not exist

4) lim
x→5+

x - 5
x

A) 0 B) 1
5

C) 1 D) Does not exist

5) lim
x→9-

4x - 14
4x - 13

A) 22
23

B) 22
21

C) 0 D) Does not exist

6) lim
x→5-

(x -  x )

A) 1 B) 4 C) 0 D) Does not exist

7) lim
x→-4+

x2 - 2x + 3

A) 27 B) 21 C) 0 D) Does not exist

8) lim
x→3+

( 5 x  + 5 ) x
-8 x

A) - 5
2

B) - 5
4

C) 5
2

D) Does not exist

9) lim
x→-6+

  (x + 3) x + 6
x + 6

A) -3 B) 3 C) 9 D) Does not exist

10) lim
x→2-

2x(x - 2)
x - 2

A) - 4 B) 0 C) 4 D) Does not exist
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6 Know Concepts: Limit Theorems

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Give an appropriate answer.

1) Suppose  lim
x→0

f(x) = 1   and   lim
x→0

g(x) = -3.  Write out the statement of the Main Limit Theorem that justifies

step (a) of the following calculation. If the step is not justified, state this.

lim
x→0

-1f(x) - 4g(x)
(f(x) + 15)1/2

 
(a)
=

lim
x→0

(-1f(x) - 4g(x))

lim
x→0

(f(x) + 15)1/2

(b)
=  

lim
x→0

-1f(x) -  lim
x→0

4g(x)

( lim
x→0

(f(x) + 15))1/2

(c)
=  

-1 lim
x→0

f(x) - 4 lim
x→0

g(x)

( lim
x→0

f(x) + lim
x→0

15)1/2

=  -1 + 12
(1 + 15)1/2

 = 11
4

A) lim
x→c

f(x)
g(x)

 = 

lim
x→c

f(x)

lim
x→c

g(x)
,  provided  lim

x→c
g(x) ≠ 0

B) lim
x→c

[f(x) · g(x)] =  lim
x→c

f(x) ·  lim
x→c

g(x)

C) lim
x→c

[f(x) - g(x)] =  lim
x→c

f(x) - lim
x→c

g(x)

D) Step is not justified
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2) Suppose  lim
x→0

f(x) = 1   and   lim
x→0

g(x) = -3.  Write out the statement of the Main Limit Theorem that justifies

the rewriting of the denominator in step (b) of  the following calculation. If the step is not justified, state this.

lim
x→0

1f(x) - 4g(x)
(f(x) + 3)1/2

  
(a)
=

lim
x→0

(1f(x) - 4g(x))

lim
x→0

(f(x)  + 3)1/2

(b)
=  

lim
x→0

1f(x) -  lim
x→0

4g(x)

lim
x→0

f(x) + 3 1/2

(c)
=   

1 lim
x→0

f(x) - 4 lim
x→0

g(x)

( lim
x→0

f(x) + lim
x→0

3)1/2

=   1 + 12
(1 + 3)1/2

 = 13
2

A) lim
x→c

[f(x)]n =  lim
x→c

f(x) n

B) lim
x→c

[f(x) · g(x)] =  lim
x→c

f(x) ·  lim
x→c

g(x)

C) lim
x→c

f(x)
g(x)

 = 

lim
x→c

f(x)

lim
x→c

g(x)
 ,  provided  lim

x→c
g(x) ≠ 0

D) Step is not justified
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3) Suppose  lim
x→0

f(x) = 1 and  lim
x→0

g(x) = -3.  Write out the statement of the Main Limit Theorem that justifies the

rewriting of the denominator in step (c) of  the following calculation. If the step is not justified, state this.

lim
x→0

3f(x) - 4g(x)
(f(x) + 3)1/2

  
(a)
=

lim
x→0

(3f(x) - 4g(x))

lim
x→0

(f(x)  + 3)1/2

(b)
=  

lim
x→0

3f(x) -  lim
x→0

4g(x)

lim
x→0

f(x) + 3 1/2

(c)
=   

3 lim
x→0

f(x) - 4 lim
x→0

g(x)

lim
x→0

f(x) + lim
x→0

3 1/2

=   3 + 12
(1 + 3)1/2

 = 15
2

A) lim
x→c

[f(x) +  g(x)] =  lim
x→c

f(x) + lim
x→c

g(x)

B) lim
x→c

[f(x)]n =  lim
x→c

f(x) n

C) lim
x→c

f(x)
g(x)

 = 

lim
x→c

f(x)

lim
x→c

g(x)
 ,  provided  lim

x→c
g(x) ≠ 0

D) Step is not justified
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4) Suppose  lim
x→0

f(x) = 1 and  lim
x→0

g(x) = -3.  Write out the statement of the Main Limit Theorem that justifies the

rewriting of the numerator in step (c) of  the following calculation. If the step is not justified, state this.

lim
x→0

3f(x) - 3g(x)
(f(x)  + 3)1/2

  
(a)
=

lim
x→0

(3f(x)  - 3g(x) )

lim
x→0

(f(x)  + 3)1/2

(b)
=  

lim
x→0

3f(x)  -  lim
x→0

3g(x)

lim
x→0

f(x)  + 3 1/2

(c)
=   

3 lim
x→0

f(x)  - 3 lim
x→0

g(x)

lim
x→0

f(x) + lim
x→0

3 1/2

=   3 + 9
(1 + 3)1/2

 = 6

A) lim
x→c

[k f(x)] = k lim
x→c

f(x) B) lim
x→c

[f(x) · g(x)] =  lim
x→c

f(x) · g(x)

C) lim
x→c

[f(x) + g(x)] =  lim
x→c

f(x) + lim
x→c

g(x) D) Step is not justified

2.4 Limits at Infinity; Infinite Limits

1 Find Limit at Infinity I

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) lim
x→∞

3x
x - 9

A) 3 B) 0 C) - 1
3

D) ∞

2) lim
x→-∞

x
3x - 8

A) 1
3

B) 0 C) - 1
3

D) ∞

3) lim
x→∞

3x + 1
13x - 7

A) 3
13

B) 0 C) - 1
7

D) ∞
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4) lim
x→∞

4x + 1
16x2 - 7

A) 0 B) 1
4

C) - 1
7

D) ∞

5) lim
x→∞

5x2 + 1
11x - 7

A) ∞ B) 5
11

C) - 1
7

D) 0

6) lim
x→∞

 x
2 + 13
x3 + 12

A) 0 B) ∞ C) 1 D) 13
12

7) lim
x→∞

2x3 + 1
16x2 - πx3

A) -  2
π

B) 1
8

C) 0 D) ∞

8) lim
t→-∞

πt4 + 1
13t - t4

A) - π B) π
13

C) 0 D) ∞

9) lim
x→-∞

2 + 4x2

 x - 6x2

A) - 2
3

B) -∞ C) ∞ D) 2

10) lim
x→∞

x2

x2 - 8x - 2

A) 1 B) 0 C) -  1
2

D) - 1
8

11) lim
x→∞

x2
(x - 14)(x - 4)(x + 1)

A) 0 B) 1 C) ∞ D) -  1
14
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2 Find Limit at Infinity II

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) lim
x→∞

  x
2 - 3x + 8

x3 + 2x2 + 5

A) 0 B) ∞ C) 1 D) 8
5

2) lim
x→-∞

 -2x
2 - 8x + 12

-4x2 + 4x + 2

A) 1
2

B) 6 C) ∞ D) 1

3) lim
x→∞

11 - 9x - 8x2

13 + 4x - 6x2

A) 4
3

B) 11
13

C) 1 D) Does not exist

4) lim
x→∞

x3 - 6
-10x3 - 6x2

A) -  1
10

B) 0 C) - 1
6

D) ∞

5) lim
x→-∞

3x3 + 3x2

x - 7x2

A) ∞ B) -∞ C) - 3
7

D) 3

6) lim
x→-∞

 cos 3x
x

A) 0 B) 1 C) -∞ D) 3

7) lim
x→∞

  sin
2 x

4 - x2

A) 0 B) -1 C) ∞ D) 1
4

8) lim
x→-∞

 
3
x + -7x + -3

2x + x2/3 + 4

A) - 7
2

B) -∞ C) 0 D) - 2
7
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9) lim
t→∞

9t2 - 27
t - 3

A) 3 B) 9 C) 27 D) Does not exist

10) lim
y→∞

y2 - 3

81y4 - 9

A) 1
9

B) 1
81

C) 0 D) Does not exist

3 Find Limit at Infinity III

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) lim
x→∞

(9x2 - 5)(2x + 6)
4x3 + 2

A) 9
2

B) 9
4

C) 3 D) 0

2) lim
x→∞

4x2

5 + 25x2

A) 2
5

B) 4
25

C) 4
5

D) Does not exist

3) lim
y→-∞

3y3 + 1
13y2 + y - 7

A) -∞ B) 0 C) 3
13

D) ∞

4) lim
x→∞

6x + 2
x + 5

A) 0 B) 6 C) 6
5

D) ∞

5) lim
x→∞

5x + 3

3x2 + 1

A) 5
3

B) 5
3

C) 0 D) ∞

6) lim
n→∞

10n + 7

n3 + 7n2 + 1

A) 0 B) 10
7

C) ∞ D) 10
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7) lim
n→∞

3 7 + 343n2

n2 - 1

A) 7 B)
3
7 C) 0 D) ∞

8) lim
x→∞

25x2 + x - 3
(x - 11)(x + 1)

A) 5 B) 25 C) ∞ D) 0

9) lim
x→∞

( 10x2 + 3 -  10x2 - 3)

A) 0 B) 10 C) 1
2 10

D) ∞

10) lim
x→∞

x2 + 14x  - x

A) 7 B) 14 C) 0 D) ∞

4 Find Limit as Denominator Approaches Zero I

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) lim
x→-3-

1
x + 3

A) -∞ B) 1 C) - 1
3

D) ∞

2) lim
x→5-

x
x - 5

A) -∞ B) 1 C) -5 D) ∞

3) lim
x→-4+

x2 - 16
x + 4

A) -8 B) ∞ C) -4 D) 1

4) lim
t→5+

t2

25 - t2

A) -∞ B) ∞ C) 1
25

D) -1

5) lim
x→9-

x - 9
x - 9

A) -1 B) 1 C) -∞ D) ∞
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6) lim
x→3+

x - 3
x - 3

A) 1 B) -1 C) -∞ D) ∞

7) lim
x→9+

x - 9
x - 9

A) 0 B) -1 C) 1 D) ∞

8) lim
x→3-

x - 3
x - 3

A) ∞ B) -1 C) 0 D) -∞

9) lim
x→5+

x3
x - 5

A) ∞ B) 1 C) -5 D) -∞

5 Find Limit as Denominator Approaches Zero II

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) lim

x→(
3
5)+

x
5 - x3

A) -∞ B) 0 C) ∞ D) -
3
5

2) lim
x→2-

x2 + 3x - 10
x - 2

A) 7 B) -∞ C) -3 D) ∞

3) lim
x→3+

x2 + 4x - 21
x2 - 9

A) 5
3

B) 1 C) - 2
3

D) ∞

4) lim
x→7-

x2
(x - 7)(12 - x)

A) -∞ B) ∞ C) 0 D) -1

5) lim
t→(π/2)+

5t
cos t

A) -∞ B) ∞ C) 5π D) 0
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6) lim
t→π-

4t2
sin t

A) ∞ B) -∞ C) 4π2 D) 0

7) lim
t→0-

 4 cos t
sin t

A) -∞ B) ∞ C) 0 D) -4

6 Find Horizontal and Vertical Asymptotes and Graph

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the horizontal and vertical asymptotes for the graph of the given function and sketch its graph.

1) f(x) =  x
x - 1

A) Vertical asymptote: x = 1
Horizontal asymptote: y = 1

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

B) Vertical asymptote: x = -1
Horizontal asymptote: y = 1

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

C) Vertical asymptote: x = 1
Horizontal asymptote: y = 0

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

D) Vertical asymptote: x = -1
Horizontal asymptote: y = 0

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6
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2) f(x) =  2
x + 1

A) Vertical asymptote: x = -1
Horizontal asymptote: y = 0

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

B) Vertical asymptote: x = 1
Horizontal asymptote: y = 2

x-6 -4 -2 2 4 6

y

8

4

-4

-8

x-6 -4 -2 2 4 6

y

8

4

-4

-8

C) Vertical asymptote: x = -1
Horizontal asymptote: y = 2

x-6 -4 -2 2 4 6

y

8

4

-4

-8

x-6 -4 -2 2 4 6

y

8

4

-4

-8

D) Vertical asymptote: x = 1
Horizontal asymptote: y = 0

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6

x-6 -4 -2 2 4 6

y
6

4

2

-2

-4

-6
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3) f(x) =  2
(x + 3)2

A) Vertical asymptote: x = -3
Horizontal asymptote: y = 0

x-6 -4 -2 2 4 6

y

8

4

-4

-8

x-6 -4 -2 2 4 6

y

8

4

-4

-8

B) Vertical asymptote: x = 3
Horizontal asymptote: y = 2

x-12 -8 -4 4 8 12

y

8

4

-4

-8

x-12 -8 -4 4 8 12

y

8

4

-4

-8

C) Vertical asymptote: x = -3
Horizontal asymptote: y = 2

x-6 -4 -2 2 4 6

y12

8

4

-4

-8

-12

x-6 -4 -2 2 4 6

y12

8

4

-4

-8

-12

D) Vertical asymptote: x = 3
Horizontal asymptote: y = 0

x-6 -4 -2 2 4 6

y

8

4

-4

-8

x-6 -4 -2 2 4 6

y

8

4

-4

-8
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4) f(x) =  4
x2 - 9

A) Vertical asymptotes: x = 3, x = -3
Horizontal asymptote: y = 0

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

B) Vertical asymptotes: x = 3, x = -3
Horizontal asymptote: y = 4

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
12

8

4

-4

-8

-12

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
12

8

4

-4

-8

-12

C) Vertical asymptote: x = 3
Horizontal asymptote: y = 0

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

D) Vertical asymptote: x = 3
Horizontal asymptote: y = 4

x-12 -8 -4 4 8 12

y

12

8

4

-4

-8

-12

x-12 -8 -4 4 8 12

y

12

8

4

-4

-8

-12
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5) f(x) =  14
x2 + 49

A) No vertical asymptote
Horizontal asymptote: y = 0

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y

2

1

-1

-2

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y

2

1

-1

-2

B) No vertical asymptote
Horizontal asymptote: y = 14

x

y

15

14

13

x

y

15

14

13

C) Vertical asymptotes: x = 7, x = -7
Horizontal asymptote: y = 0

x-8 -4 4 8

y

4

2

-2

-4

x-8 -4 4 8

y

4

2

-2

-4

D) Vertical asymptotes: x = 7, x = -7
Horizontal asymptote: y = 14

x-12 -8 -4 4 8 12

y

16

12

8

4

-4

-8

-12

-16

x-12 -8 -4 4 8 12

y

16

12

8

4

-4

-8

-12

-16
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6) f(x) =  x
x2 + x + 4

A) No vertical asymptote
Horizontal asymptote: y = 0

x-8 -4 4 8

y1

0.5

-0.5

-1

x-8 -4 4 8

y1

0.5

-0.5

-1

B) Vertical asymptotes: x = 4, x = -4
No horizontal asymptote

x-6 -4 -2 2 4 6

y
4
3

2

1

-1

-2

-3

-4

x-6 -4 -2 2 4 6

y
4
3

2

1

-1

-2

-3

-4

C) No vertical asymptote
Horizontal asymptote: y = 1

x-10 -5 5 10

y
2

1

-1

-2

x-10 -5 5 10

y
2

1

-1

-2

D) No vertical asymptote
Horizontal asymptote: y = 0

x-10 -5 5 10

y

1

-1

x-10 -5 5 10

y

1

-1
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7) f(x) = x
2 + 1
x3

A) Vertical asymptote: x = 0
Horizontal asymptote: y = 0

x-8 -4 4 8

y
8

4

-4

-8

x-8 -4 4 8

y
8

4

-4

-8

B) Vertical asymptote: x = 0
Horizontal asymptote: y = 0

x-8 -4 4 8

y

4

2

-2

-4

x-8 -4 4 8

y

4

2

-2

-4

C) No vertical asymptote
Horizontal asymptote: y = 0

x-4 -2 2 4

y
1.5

1

0.5

-0.5

-1

-1.5

x-4 -2 2 4

y
1.5

1

0.5

-0.5

-1

-1.5

D) Vertical asymptote: x = 0
Horizontal asymptote: y = 0

x-8 -4 4 8

y4

2

-2

-4

x-8 -4 4 8

y4

2

-2

-4

7 Find Limit at Infinity of Sine/Cosine Function

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit or state that it does not exist.

1) lim
x→∞

cos x

A) ∞ B) 1 C) 0 D) Does not exist

2) lim
x→∞

x cos  1
x

A) ∞ B) 1 C) -∞ D) 0

3) lim
x→∞

x2 sin 1
x

A) ∞ B) 1 C) 0 D) Does not exist

4) lim
x→∞

x sin  1
x

A) 1 B) ∞ C) 0 D) Does not exist
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5) lim
x→∞

x sin  1
x

A) 0 B) ∞ C) 1 D) Does not exist

6) lim
x→∞

1
x
 sin x

A) 0 B) ∞ C) 1 D) Does not exist

7) lim
x→∞

cos  π
3
 + 1

x

A) 1
2

B) 0 C) 1 D) Does not exist

8) lim
x→∞

cos  x + 1
x

A) 1 B) ∞ C) 0 D) Does not exist

9) lim
x→∞

cos  3
x

7 + 3
x

A) 1
7

B) 0 C) - 1
7

D) Does not exist

10) lim
x→∞

4
x3
 - cos  1

x
9 + cos  1

x

A) -10 B) 5 C) 0 D) Does not exist

11) lim
x→∞

4 + 2
x

sin 1
x

A) 0 B) 4 C) -4 D) Does not exist

8 Tech: Find Limit at Infinity

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use a computer or graphing calculator to find the limit. Begin by plotting the function in an appropriate window.

1) lim
x→∞

 3x
2 - 3x - 6

4x2 - 7x + 9

A) 3
4

B) 0 C) 3
7

D) ∞

2) lim
t→∞

25t2 - 125
t - 5

A) 5 B) 25 C) 125 D) Does not exist
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3) lim
x→∞

17 + 2x - 2x2

15 + 3x - 8x2

A) 1
4

B) 17
15

C) 1 D) Does not exist

4) lim
x→∞

9x2 - x
2 + 4x2

A) 3
2

B) 9
4

C) 9
2

D) Does not exist

5) lim
x→∞

5x + 7

7x2 + 1

A) 5
7

B) 5
7

C) 0 D) ∞

6) lim
n→∞

3 7 + 729n2

n2 - 1

A) 9 B)
3
7 C) 0 D) ∞

7) lim
x→∞

( 7x2 + 2 -  7x2 - 3)

A) 0 B) 7 C) 1
2 7

D) ∞

8) lim
x→∞

x2 + 10x  - x

A) 5 B) 10 C) 0 D) ∞

9) lim
x→∞

1 + 1
x
  x

A) 1 B) ∞ C) 0 D) e

10) lim
x→∞

1 + 1
x
cos x

A) 1 B) ∞ C) 0 D) Does not exist

11) lim
x→∞

1
x
1/x

A) 1 B) 0 C) ∞ D) Does not exist
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9 Tech: Find One-Sided Limit

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use a computer or graphing calculator to find the one -sided limit. Begin by plotting the function in an appropriate
window. Your computer may indicate that the limit does not exist, but, if so, you should be able to interpret the answer
as either ∞ or -∞.

1) lim
x→3+

sin  x - 3
x - 3

A) 1 B) -1 C) 0 D) ∞

2) lim
x→5-

cos (x - 5)
x - 5

A) ∞ B) -1 C) 0 D) -∞

3) lim
x→4-

cos (x - 4)
cot  x - 4

A) 0 B) -1 C) -∞ D) ∞

4) lim
x→π-

sin x
x - π

A) -1 B) 0 C) ∞ D) 1

5) lim
x→(π/2)-

cos x
x - π/2

A) -1 B) 0 C) -∞ D) 1

6) lim
x→0+

(1 + x)1/ x

A) 1 B) -∞ C) ∞ D) -1

7) lim
x→0+

1 +  1
x

x

A) 1 B) -∞ C) ∞ D) e

8) lim
x→0+

1 +  1
x

x

A) 1 B) -∞ C) ∞ D) e

9) lim
x→0+

1 + 1
x

x

A) 1 B) -∞ C) ∞ D) e

Page 51



10 Know Concepts: Limits at Infinity

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Provide an appropriate response.

1) The line y = ax + b is called an oblique asymptote to the graph of y = f(x) if either  lim
x→∞

[f(x) - (ax + b)] = 0  or

lim
x→∞-

[f(x) - (ax + b)] = 0. Find the oblique asymptote for  f(x) = x
3 - 4x2 + 6x - 1

x2 + 7x
.

A) y = x - 11 B) y = x + 10 C) y = x - 4 D) y = x2 - 4x + 6

2) Given that f(x) = 
a0xn + a1xn-1 + . . . + an-1x + an
b0xn + b1xn-1 + . . . + bn-1x + bn

, where a0 ≠ 0, b0 ≠ 0, and n is a natural number, find

lim
x→-∞

f(x).

A)
a0
b0

B) - 
a0
b0

C) -∞ D)
an
bn

3) Given that f(x) = 
a0xn + a1xn-1 + . . . + an-1x + an

 b1xn-1 + . . . + bn-1x + bn
, where a0 > 0, b1 > 0, and n is a natural number, find

lim
x→-∞

f(x).

A) -∞ B) - 
a0
b1

C) ∞ D)
a0
b1

4) Given that f(x) =  x2
(x - a)(b - x)

, where a and b are natural numbers and a > b, find lim
x→a-

f(x).

A) ∞ B) 0 C) -∞ D) -1

5) Using the symbols M and δ, give a precise definition of this expression:
lim
x→c-

f(x) = -∞.

A) For each negative number M there exists a corresponding  δ > 0 such that 0 < c - x < δ ⇒ f(x) < M.

B) For each negative number M there exists a corresponding  δ > 0 such that 0 < c - x < δ ⇒ f(x) > M.

C) For each negative number M there exists a corresponding  δ > 0 such that 0 < x - c < δ ⇒ f(x) < M.

D) For each negative number M there exists a corresponding  δ > 0 such that 0 < x - c <  M, ⇒ f(x) < δ.

6) Using the symbols M and N, give a precise definition of this expression:
lim

x→-∞
f(x) = -∞.

A) For each negative number M there exists a corresponding number N such that x < N ⇒ f(x) < M.

B) For each negative number M there exists a corresponding number N such that x < N ⇒ f(x) > M.

C) For each negative number M there exists a corresponding number N such that x > N ⇒ f(x) < M.

D) For each negative number M there exists a corresponding number N such that x > N ⇒ f(x) > M.
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7) Using the symbols M and N, give a precise definition of this expression:
lim
x→∞

f(x) = -∞.

A) For each negative number M there exists a corresponding number N such that x > N ⇒ f(x) < M.

B) For each negative number M there exists a corresponding number N such that x < N ⇒ f(x) > M.

C) For each negative number M there exists a corresponding number N such that x < N ⇒ f(x) < M.

D) For each negative number M there exists a corresponding number N such that x > N ⇒ f(x) > M.

2.5 Limits Involving Trigonometric Functions

1 Evaluate Limit Involving Trig Functions I

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) lim
θ→0

cos θ
θ + 5

A) 1
5

B) 5 C) 1 D) 0

2) lim
t→π/2

sin2 t
4 + cos t

A) 1
4

B) 4 C) 1 D) 0

3) lim
t→π/2

5t cot t

A) 0 B) 1
5

C) 1 D) 5

4) lim
θ→0

sin 7θ
tan θ

A) 7 B) 1
7

C) 1 D) 0

5) lim
x→0

10x cos x
sin x

A) 10 B) 1
10

C) 1 D) 0

6) lim
x→0

sin x
5x

A) 1
5

B) 5 C) 1 D) 0
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7) lim
θ→0

sin 5θ
7θ

A) 5
7

B) 7
5

C) 1 D) 0

8) lim
θ→0

sin2 5θ
8θ

A) 0 B) 8
5

C) 1 D) 5
8

9) lim
θ→0

tan 2θ
sin 5θ

A) 2
5

B) 5
2

C) 1 D) 0

10) lim
θ→0

tan 3θ
sin 4θ - 1

A) 0 B) -1 C) 1 D) 3
4

2 Evaluate Limit Involving Trig Functions II

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) lim
x→0

sin 9x
x sec x

A) 9 B) 1 C) 0 D) Does not exist

2) lim
t→0

tan2 5t
9t

A) 0 B) 9
5

C) 1 D) 5
9

3) lim
t→0

(1 - cos t)2

t2

A) 0 B) 1 C) -1 D) Does not exist

4) lim
t→0

sin 6t + 9t
t sec t

A) 15 B) 6 C) 9 D) 0

5) lim
θ→0

cot θ sin (πθ)
4 sec θ

A) π
4

B) 1
4

C) π D) 0
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3 Use Squeeze Theorem to Find Limit

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Given that the graph of y = f(x) lies between the graphs of y = l(x) and y = u(x) for all x,  use the Squeeze Theorem to find
lim
x->0

f(x).

1) u(x) =  x ,  l(x) = - x ,  f(x) = x cos (1/x2)

A) 0 B) 1 C) -1 D) 1
2

2) u(x) =  x ,  l(x) = - x ,  f(x) = x sin (1/x3)

A) 0 B) 1 C) -1 D) 1
2

3) u(x) =  x ,  l(x) = - x ,  f(x) = (1 - cos x)/x

A) 0 B) 1 C) -1 D) 1
2

4) u(x) =  x ,  l(x) = - x ,  f(x) = (1 -  cos x)/x

A) 0 B) 1 C) -1 D) 1
2

5) u(x) = 1,  l(x) = 1 - x
2
2
,  f(x) =  sin x

x

A) 1 B) 1
2

C) 0 D) Does not exist

6) u(x) = 10,  l(x) = 10 - x2,  f(x) = 9 +  sin x
x

A) 10 B) 9 C) 0 D) 1

7) u(x) = 12,  l(x) = 12 - x2,  f(x) = 11 + cos2 x

A) 12 B) 11 C) 0 D) 1
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4 *Use Squeeze Theorem to Prove Limit

SHORT ANSWER.  Write the word or phrase that best completes each statement or answers the question.

Provide an appropriate response.

1) Plot the functions u(x) =  x ,  l(x) = - x ,  and  f(x) = x cos (1/x2). Then use these graphs along with the Squeeze
Theorem to prove that  lim

x→0
f(x) = 0.

x

y

x

y

2) Plot the functions u(x) =  x ,  l(x) = - x ,  and  f(x) = x sin (1/x3). Then use these graphs along with the Squeeze
Theorem to prove that  lim

x→0
f(x) = 0.

x

y

x

y
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3) Plot the functions u(x) =  x ,  l(x) = - x ,  and  f(x) = (1 - cos x)/x. Then use these graphs along with the Squeeze
Theorem to prove that  lim

x→0
f(x) = 0.

x

y

x

y

4) Plot the functions u(x) = 1,  l(x) = 1 - x
2
2
,  and  f(x) =  sin x

x
. Then use these graphs along with the Squeeze

Theorem to prove that  lim
x→0

f(x) = 1.

x

y

x

y

.
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5) Plot the functions u(x) = 10,  l(x) = 10 - x2,  and  f(x) = 9 +  sin x
x

. Then use these graphs along with the Squeeze

Theorem to prove that  lim
x→0

f(x) = 10 .

x

y

x

y

6) Plot the functions u(x) = 4,  l(x) = 4 - x2,  and  f(x) = 3 + cos2x. Then use these graphs along with the Squeeze
Theorem to prove that  lim

x→0
f(x) = 4 .

x

y

x

y

5 *Know Concepts: Limits Involving Trig Functions

SHORT ANSWER.  Write the word or phrase that best completes each statement or answers the question.

Provide an appropriate response.

1) Prove that  lim
t→c

tan t = tan c for c ≠ 0. You may assume that  lim
t→0

tan t = 0 .

[Hint: let h = t - c and find  lim
h→0

tan(c + h)]

2) Prove that  lim
t→c

cos t = cos c for c ≠ 0. You may assume that  lim
t→0

sin t = 0 and  lim
t→0

cos t = 1.

[Hint: let h = t - c and find  lim
h→0

cos(c + h)]
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2.6 Natural Exponential, Natural Log, and Hyperbolic Functions

1 Simplify Exp/ln Expression

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Simplify the expression.

1) e-ln x5

A) 1
x5

B) -x5 C) 5 D) 1

ex5

2) e5 ln x

A) x5 B) 1
x5

C) 5x D) ex5

3) e-3 ln x

A) 1
x3

B) -x3 C) -3x D) -  1

ex3

4) ex - 8 ln x

A) e
x

x8
B) - x8ex C)  e

x
8x

D) -8x ex

5) eln x + ln y

A) xy B) x+y C) ln x + ln y D) exey

6) e2 ln x - ln 3

A) x
2
3

B) 2x
3

C) -3x2 D) x2 - 3

7) ln  e-3x + 11

A) -3x + 11 B) -3x e11 C) -3x + e11 D) 11e-3x

8) ln (x7e-4x)

A) 7 ln x - 4x B) 7 - 4x C) -4x + ln 7 D) 7e-4x

9) eln x9 - y ln x

A) x9-y B) x9 - xy C) x9 - xy D) x
9
y

10) ln (e2 ln x)

A) ln x2 B) 2 C) x2 D) ln 2

Page 59



2 Match Graph with Exp/ln Function

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Match the graph with the functions given.

1)

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

A) f(x) = ex B) f(x) = ex + 1 C) f(x) = e-x3 D) f(x) = ex/2

2)

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

A) f(x) = ex + 1 B) f(x) = ex C) f(x) = e-x3 D) f(x) = ex/2
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3)

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

A) f(x) = e-x3 B) f(x) = ex + 1 C) f(x) = ex D) f(x) = ex/2

4)

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) f(x) = ex/2 B) f(x) = ex + 1 C) f(x) = e-x3 D) f(x) = ex

5)

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) f(x) = ln x B) f(x) = ln  1
x3

C) f(x) = ln (x + 1) D) f(x) = ln x2
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6)

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) f(x) = ln  1
x3

B) f(x) = ln x C) f(x) = ln (x + 1) D) f(x) = ln x2

7)

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) f(x) = ln (x + 1) B) f(x) = ln  1
x3

C) f(x) = ln x D) f(x) = ln x2

8)

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) f(x) = ln x2 B) f(x) = ln  1
x3

C) f(x) = ln (x + 1) D) f(x) = ln x
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3 Use Graph of y = ln (x) to Graph Function

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use the known graph of y = ln x to graph the equation.

1) f(x) = ln (x - 4)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

A)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

B)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

C)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

D)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

Page 63



2) f(x) = 3 ln x

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

A)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

B)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

C)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

D)

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10

x-10 -5 5 10

y
10

5

-5

-10
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3) f(x) = ln x - 5

x-10 -5 5 10

y
10
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4) y =  ln x
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5) y = ln (x2)
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6) y = ln (-x)
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7) y = ln  1
x
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4 Find Limit

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find the limit.

1) lim
x→0

(1 + x)1000

A) 1 B) 0 C) ∞ D) -∞

2) lim
x→0

(1 - 4x)1/x

A) e-4 B) -4 C) ∞ D) e4

3) lim
n→∞

n + 1
n

 5n

A) e5 B) 5 C) ∞ D) e-5

4) lim
n→0

(1.0001)n

A) 1 B) 0 C) ∞ D) -∞

5 Use Properties of Natural Log

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Solve.

1) Use the approximations ln 4  ≈ 1.386 and ln 5 ≈ 1.609 together with the properties of natural logarithms to
calculate an approximation to ln 20.

A) 2.995 B) 2.230 C) 2.996 D) 6.930

2) Use the approximations ln 3 ≈ 1.099 and ln 4  ≈ 1.386 together with the properties of natural logarithms to
calculate an approximation to ln 0.75.

A) -0.287 B) 0.793 C) 1.261 D) -0.288

3) Use the approximations ln 3 ≈ 1.099 and ln 4  ≈ 1.386 together with the properties of natural logarithms to
calculate an approximation to ln 64.

A) 4.158 B) 2.663 C) 2.772 D) 3.690

4) Use the approximations ln 4  ≈ 1.386 and ln 5 ≈ 1.609 together with the properties of natural logarithms to
calculate an approximation to ln  5.

A) 0.805 B) 1.268 C) 2.589 D) 0.693

5) Use the approximation ln 2  ≈ 0.693  together with the properties of natural logarithms to calculate an
approximation to ln 32.

A) 3.465 B) 3.466 C) 0.160 D) 0.231
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6) Use the approximations ln 2  ≈ 0.693 and ln 5 ≈ 1.609 together with the properties of natural logarithms to
calculate an approximation to ln 40.

A) 3.688 B) 3.689 C) 0.535 D) 3.345

7) Use the approximations ln 2 ≈ 0.693 and ln 5 ≈ 1.609 together with the properties of natural logarithms to

calculate an approximation to ln  1
100

.

A) -4.604 B) 0.326 C) 0.804 D) -3.345

8) Use the approximations ln A ≈ 1.839 and ln B ≈ 0.393 together with the properties of natural logarithms to
calculate an approximation to ln AB.

A) 2.232 B) 0.722 C) 1.446 D) 4.682

9) Use the approximations ln A ≈ 1.117 and ln B ≈ 0.373 together with the properties of natural logarithms to

calculate an approximation to ln A
B
.

A) 0.744 B) 1.117 C) 1.490 D) 0.417

6 Write Expression as Single Natural Log

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Write the expression as the logarithm of a single quantity.

1) ln (x + 13) - 6 ln x

A) ln  x + 13
x6

B) ln  x + 13
6x

C) ln [(x + 13) - x6] D) ln [x6(x + 13)]

2) 1
2
 ln (x - 10) + 1

2
 ln x

A) ln  x(x - 10) B) ln  x(x - 10)
2

C) ln [ x - 10 +  x] D) ln  x - 10 +  x
2

3) ln (x - 3) - 2 ln (x + 14) - ln x

A) ln  x - 3
x(x + 14)2

B) ln  x - 3
2x(x + 14)

C) ln [-3 - (x + 14)2] D) ln  x(x - 3)
(x + 14)2

4) ln (x2 - 9) - ln (x + 3)

A) ln (x - 3) B) ln (x + 3) C) ln (x - 9) D) ln (x2 - 3)

5) ln (x2 - 4) - 2 ln (x + 2) - ln(x - 2)

A) ln  1
(x + 2)

B) ln  1
2(x - 2)

C) ln [(x2 - 4) - (x + 2)2 - (x - 2)] D) -ln 2
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6) ln cos θ - ln  cos θ
5

A) ln 5 B) ln  cos
2 θ
5

C) ln  1
5

D) ln cos θ

7) ln (5x2 - 20x) + ln  1
5x

A) ln (x - 4) B) ln (25x2(x - 4))

C) ln (x - 20) D) ln  5x2 - 20x +  1
5x

8) ln (8 sec θ) + ln (5 cos θ)

A) ln 40 B) ln  8
5

C) ln (40 cot θ) D) ln (8 sec θ + 5 cos θ)

9) ln (32x + 16) - 2 ln 4

A) ln (2x + 1) B) ln (256(2x + 1)) C) ln (32x) D) ln (4x + 2)

7 Solve Apps: Compound Interest

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Solve the problem.

1) Find the amount of money in an account after 3 years if $1400 is deposited at 5% annual interest compounded
quarterly.

A) $1625.06 B) $1620.68 C) $1623.57 D) $1626.06

2) Find the amount of money in an account after 8 years if $4700 is deposited at 7% annual interest compounded
semiannually.

A) $8149.73 B) $8075.48 C) $8188.40 D) $8214.78

3) Find the amount of money in an account after 6 years if $4700 is deposited at 5% annual interest compounded
monthly.

A) $6340.38 B) $6298.45 C) $6320.98 D) $6332.55

4) Find the amount of money in an account after 3 years if $4600 is deposited at 8% annual interest compounded
annually.

A) $5794.68 B) $5833.91 C) $5820.47 D) $5843.09

5) $6500 is invested at 4% compounded quarterly. In how many years will the account have grown to $8000?
Round your answer to the nearest tenth of a year.

A) 5.2 years B) 25.6 years C) 5.3 years D) 1.1 years
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6) What will be the amount in an account with initial principal $5000 if interest is compounded continuously at an
annual rate of 3.25% for 6 years?

A) $6076.55 B) $1663.36 C) $5000.00 D) $5165.17

7) Sung invested $8000 at 8% compounded semiannually. In how many years will Sungʹs investment have
tripled? Round your answer to the nearest tenth of a year.

A) 14 years B) 1.5 years C) 6.2 years D) 13.7 years

8) You have money in an account at 5% interest, compounded quarterly. To the nearest year, how long will it take
for your money to double?

A) 14 years B) 20 years C) 8 years D) 11 years

9) Find the amount of time required for a $20,000 investment to double if the annual interest rate r is 4.8% and
interest is compounded continuously.  Round your answer to the nearest hundredth of a year.

A) 14.44 years B) 206.32 years C) 220.76 years D) 2.06 years

10) How long would it take $7000 to grow to $35,000 at 9% compounded continuously? Round your answer to the
nearest tenth of a year.

A) 17.9 years B) 18.4 years C) 11.2 years D) 18.1 years

11) After  5 years of continuous compounding at 11.4% the amount in an account is $11,200. What was the amount
of the initial deposit?

A) $6333.89 B) $5213.89 C) $19,804.58 D) $18,684.58

8 Tech: Use Change of Base Formula

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use logax = (ln x)/(ln a) to calculate the logarithm. Round to the nearest ten thousandth.

1) log3 43

A) 3.4236 B) 1.6335 C) 0.2921 D) 0.4771

2) log2 32.87

A) 5.0387 B) 1.5168 C) 0.1985 D) 16.4350

3) log8 0.305

A) -0.5710 B) -0.5157 C) -1.7512 D) 26.2295

4) log3.2 286

A) 4.8626 B) 2.4564 C) 0.2056 D) 89.3750

5) log8.3 4.7

A) 0.7313 B) 0.6721 C) 1.3675 D) 0.5663
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6) logπ 77

A) 3.7946 B) 1.3827 C) 0.2635 D) 67.2648

7) logπ 100

A) 4.0229 B) 1.4659 C) 0.2486 D) 87.3569

9 Solve Exponential Equation Using Natural Log

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Use natural logarithms to solve the exponential equation. If necessary, round to the nearest thousandth.

1) 4x = 15

A) 1.953 B) 0.512 C) 3.750 D) 1.322

2) 5(x - 2) = 15

A) 3.683 B) -0.317 C) 5.000 D) 3.099

3) 3(5x - 3) = 13

A) 1.067 B) 1.467 C) -0.133 D) 0.893

4) 5e3x - 5 = 25

A) 2.203 B) 1.881 C) 10.000 D) -1.130

5) 2x+5 = 8x

A) 2.500 B) 3.810 C) 1.190 D) -2.500

6) 93 - x = 17

A) 1.71 B) 3.78 C) -1.11 D) 1.11

7) 43x = 6x + 1

A) 0.757 B) -4.419 C) 1.292 D) 2.292

8) 4e4x+6 = 6

A) -1.399 B) 0.091 C) -3.091 D) -2.889

9) 138(1.71)x/2 = 276

A) 2.584 B) 4.034 C) 1.134 D) 1.548

10 *Verify Identity Containing Hyperbolic Functions

SHORT ANSWER.  Write the word or phrase that best completes each statement or answers the question.

Verify that the given equation is an identity.

1) e-5x = cosh 5x - sinh5x

Page 74



2) e5x = cosh 5x + sinh 5x

3) sinh2x =  cosh 2x - 1
2

4) cosh2x =  cosh 2x + 1
2

5) sinh (x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y

6) cosh (x - y) = cosh x cosh y - sinh x sinh y

7) tanh2x = 1 - sech2x

8) coth2x = 1 + csch2x

9) tanh 2x =  2 tanh x
1 + tanh2x

2.7 Continuity of Functions

1 Determine If Function Is Continuous

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

State whether the function is continuous at the indicated point. If it is not continuous, tell why.

1) f(x) = (x - 6)(x - 8); x = 6

A) Continuous B) Not continuous; f(6) does not exist

C) Not continuous:  lim
x→6

f(x) does not exist D) Not continuous:  lim
x→6

f(x) ≠ f(6)

2) f(x) =  12
x - 5

; x = 5

A) Not continuous; f(5) does not exist and  lim
x→5

f(x) does not exist

B) Continuous

C) Not continuous;  lim
x→5

f(x)   exists but f(5) does not exist

D) Not continuous;  lim
x→5

f(x) and f(5) exist but  lim
x→5

f(x) ≠ f(5)
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3) h(t) =  t - 8 ; t = 8

A) Continuous

B) Not continuous;  lim
t→8

h(t) does not exist

C) Not continuous; h(8) does not exist

D) Not continuous;  lim
t→8

h(t) and h(8) exist but lim
t→8

h(t) ≠ h(8)

4) h(t) =  t - 12; t = 5

A) Not continuous; h(5) does not exist and  lim
t→5

h(t) does not exist

B) Not continuous;  lim
t→5

h(t) exists but h(5) does not exist

C) Continuous

D) Not continuous.  lim
t→5

h(t) and h(5) exist but lim
t→5

h(t) ≠ h(5)

5) h(t) =  t - 10
t - 10

; t = 10

A) Not continuous;  lim
t→10

h(t) and h(10) do not exist

B) Continuous

C) Not continuous;  lim
t→10

h(t) exists but h(10) does not exist

D) Not continuous;  lim
t→10

h(t) and h(10) exist but lim
t→10

h(t) ≠ h(10)

6) g(x) = x
2 - 16
x - 4

; x = 4

A) Not continuous; g(4) does not exist

B) Not continuous;  lim
x→4

g(x) does not exist

C) Continuous

D) Not continuous;  lim
x→4

g(x) and g(4) exist but  lim
x→4

g(x) ≠ g(4)

7) f(x) = 42 - 7x
x - 6

; x = 6

A) Not continuous; g(6) does not exist

B) Continuous

C) Not continuous;  lim
x→6

g(x) does not exist

D) Not continuous;  lim
x→6

g(x) and g(6) exist but  lim
x→6

g(x) ≠ g(6)
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2 Determine If Piecewise Function Is Continuous

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

State whether the function is continuous at the indicated point. If it is not continuous, tell why.

1) State whether r(t) is continuous at the point t = 10.

r(t) = 
t2 - 100
t - 10

       if  t ≠ 10

20                if  t = 10

A) Continuous

B) Not continuous;  lim
t→10

r(t) does not exist

C) Not continuous; r(10) does not exist

D) Not continuous;  lim
t→10

r(t) and r(10) exist but  lim
t→10

r(t) ≠ r(10)

2) State whether f(t) is continuous at the point t = 9.

f(t) =  t2 - 81       if  t ≤ 9
(t - 9)2      if  t > 9

A) Continuous

B) Not continuous;  lim
t→9

f(t) does not exist

C) Not continuous; f(9) does not exist

D) Not continuous;  lim
t→9

f(t) and f(9) exist but  lim
t→9

f(t) ≠ f(9)

3) State whether f(t) is continuous at the point t = 2.

f(t) =  6t - 5       if  t ≤ 2
-6          if  t > 2

A) Not continuous;  lim
t→2

f(t) does not exist

B) Not continuous;  lim
t→2

f(t) and f(2) exist but  lim
t→2

f(t) ≠ f(2)

C) Not continuous; f(2) does not exist

D) Continuous

4) State whether f(t) is continuous at the point t = 10.

f(t) =  6t - 1      if  t ≠ 10
-10         if  t = 10

A) Not continuous;  lim
t→10

f(t) and f(10) exist but  lim
t→10

f(t) ≠ f(10)

B) Not continuous;  lim
t→10

f(t) does not exist

C) Not continuous; f(10) does not exist

D) Continuous
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5) State whether r(t) is continuous at the point t = 8.

r(t) = 
t3 - 512
t - 8

       if  t ≠ 8

64                  if  t = 8

A) Not continuous;  lim
t→8

r(t) and r(8) exist but  lim
t→8

r(t) ≠ r(8)

B) Continuous

C) Not continuous;  lim
t→8

r(t) does not exist

D) Not continuous; r(8) does not exist

3 Find Points of Discontinuity from Graph

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

From the graph of f(x), indicate the values where f is discontinuous. For each of these values, state whether f is
continuous from the right, left, or neither.

1)

x-3 -2 -1 1 2 3

y
10

8

6

4

2

-2

x-3 -2 -1 1 2 3

y
10

8

6

4

2

-2

A) At x = 0, f is continuous neither from the right nor from the left

B) At x = 0, f is continuous from the right but not from the left

C) At x = 0, f is continuous from the left but not from the right

D) No points of discontinuity
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2)

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y
4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y
4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

A) At x = 0, f is continuous from the right but not from the left

B) At x = 0, f is continuous from the left but not from the right

C) At x = 0, f is continuous neither from the right nor from the left

D) No points of discontinuity

3)

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) At x = -5, f is continuous neither from the right nor from the left

B) At x = -5, f is continuous from the right but not from the left

C) At x = -5, f is continuous from the left but not from the right

D) No points of discontinuity

Page 79



4)

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) At x = 0, f is continuous neither from the right nor from the left

B) At x = 0, f is continuous from the right but not from the left

C) At x = 0, f is continuous from the left but not from the right

D) No points of discontinuity

5)

x-6 -4 -2 2 4 6

y

12

8

4

-4

-8

-12

x-6 -4 -2 2 4 6

y

12

8

4

-4

-8

-12

A) At x = -1, f is continuous from the right but not the left
At x = 1, f is continuous from the left but not the right

B) At x = -1, f is continuous from the left but not the right
At x = 1, f is continuous from the right but not the left

C) At x = -1, f is continuous neither from the right nor from the left
At x = 1, f is continuous neither from the right nor from the left

D) No points of discontinuity
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6)

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y

8

4

-4

-8

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y

8

4

-4

-8

A) At x = 0, f is continuous from the left but not from the right
At x = 2, f is continuous neither from the left nor from the right

B) At x = 0, f is continuous from the right but not from the left
At x = 2, f is continuous neither from the left nor from the right

C) At x = 0, f is continuous from the left but not from the right
At x = 2, f is continuous from the right but not from the left

D) At x = 2, f is continuous neither from the left nor from the right
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7)

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y

8

4

-4

-8

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y

8

4

-4

-8

A) At x = 0, f is continuous from the left but not from the right
At x = 2, f is continuous from the right but not from the left

B) At x = 0, f is continuous from the right but not from the left
At x = 2, f is continuous from the left but not from the right

C) At x = 0, f is continuous neither from the left nor from the right
At x = 2, f is continuous neither from the left nor from the right

D) At x = 0, f is continuous from the left but not from the right
At x = 2, f is continuous from the left but not from the right

4 Determine Intervals on Which Function Is Continuous from Graph

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

From the graph of f, indicate the intervals on which f is continuous.

1)

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

A) (-∞, 2) and (2, ∞) B) (-∞, 2] and [2, ∞) C) (-∞, 2) and [2, ∞) D) (-∞, ∞)
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2)

x-6 -4 -2 2 4 6

y

12

8

4

-4

-8

-12

x-6 -4 -2 2 4 6

y

12

8

4

-4

-8

-12

A) (-∞, -1), [-1, 1], (1, ∞) B) (-∞, -1), (-1, 1), (1, ∞)

C) (-∞, -1], (-1, 1), [1, ∞) D) (-∞, 1], (1, ∞)

3)

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y

8

4

-4

-8

x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

y

8

4

-4

-8

A) (-∞, 0), [0, 2], (2, ∞) B) (-∞, 0), (0, 2), (2, ∞) C) (-∞, 0], [0, 2], [2, ∞) D) (-∞, 2], (2, ∞)

4)

x-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

y
6
5
4
3
2
1

-1
-2
-3
-4
-5
-6

x-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

y
6
5
4
3
2
1

-1
-2
-3
-4
-5
-6

A) (-∞, -1), [-1, 0], (0, 1), [1, 3], (3, ∞) B) (-∞, -1), (-1, 0), (0, 1), (1, 3), (3, ∞)

C) (-∞, -1), [-1, 0], [0, 1], [1, 3], (3, ∞) D) (-∞, -1), [-1, 3], (3, ∞)
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5 Define Function to Extend Continuity

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

The given function is not defined at a certain point. How should it be defined at that point to make it continuous at that
point?

1) f(x) = 1 - cos x
x

A) Define f(0) = 0 B) Define f(0) = 1 C) Define f(0) = -1 D) Define f π
2
 = 0

2) f(x) = x
2 - 25
x - 5

A) Define f(5) = 10 B) Define f(5) =  5 C) Define f(5) = -10 D) Define f(5) = 25

3) f(x) =  36 - x
6 -  x

A) Define f(36) = 12 B) Define f(36) = 6 C) Define f(6) = 12 D) Define f(6) = 6

4) f(x) =  sin x
9x

A) Define f(0) = 1
9

B) Define f(0) = 1 C) Define f(0) = 0 D) Define f(9) = 1

5) f(x) = x cos  1
x

A) Define f(0) = 0 B) Define f(0) = 1 C) Define f(0) = -1 D) Define f π
2
 = 0

6) f(x) = x
2 + 2x - 80
x - 8

A) Define f(8) = 18 B) Define f(8) = 2 C) Define f(-8) = 18 D) Define f(-8) = 2

7) f(x) = sin x
2 - 81
x + 9

A) Define f(-9) = -sin 18 B) Define f(-9) = sin 18

C) Define f(-9) = -sin 9 D) Define f(9) = sin 9

8) f(x) = x
3 - 2x2 - 7x + 8

x - 1

A) Define f(1) = - 8 B) Define f(1) = 8 C) Define f(1) = - 7 D) Define f(1) = - 9

9) f(x) =   x
4 - 7x2 - 18

x + 3

A) Define f(-3) = -66 B) Define f(-3) = -54 C) Define f(-3) = 6 D) Define f(-3) = 60

Page 84



6 Find Points of Discontinuity from Equation

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Determine the points at which the function is discontinuous.

1) f(x) =  x - 1
(x - 7)(x - 5)

A)  7, 5 B) 1, 7, 5 C) 1 D) None

2) f(u) =  4 - u2

5u + 5π - u2 - uπ

A) 5, -π B) -5, π C) 2, 5, -π D) 5, π

3) g(x) =  x + 1
x2 - 13x + 40

A) 5, 8 B) -1, 5, 8 C) -8, -5 D) None

4) φ(x) =  7x - 1

2 + x2

A) (-∞, - 2] B) -2 C) - 2 D) None

5) h(x) =  5x - 1
x + 1

A) (-∞, -1] B) (-∞, -1) C) [-1, ∞) D) -1

6) f(x) =  5x - 1
3
x + 1

A) -1 B) (-∞, -1) C) (-∞, -1] D) None

7) G(x) = x
2 +  x - 10
3
x - 6

A) 6 B) (-∞, 6], 10 C) (-∞, 6] D) 6, 10

8) F(x) =  5

4 - x2

A) (-∞, -2] ∪ [2, ∞) B) -2, 2 C) (-2, 2) D) (-∞, 4] ∪ [4, ∞)

9) h(θ) =   2 sin θ + 3

A) Every θ = nπ + π
2
where n is any integer B) Every θ = nπ where n is any integer

C) Every θ = 2nπ where n is any integer D) None
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10) f(θ) = 10 cot θ

A) Every θ = nπ where n is any integer B) Every θ = nπ + π
2
where n is any integer

C) Every θ = 2nπ where n is any integer D) Every θ = π + 2nπ where n is any integer

7 Find Points of Discontinuity from Eqn (Piecewise/Greatest Int Func)

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Determine the points at which the function is discontinuous.

1) g(t) =  t +  1
6

A) Every t = n + 5
6
 where n is any integer B) Every t = n + 1

6
 where n is any integer

C) Every t = n  where n is any integer D) None

2) h(x) = 
x2 - 9       for  x < -1
0               for  -1 ≤ x ≤ 1
x2 + 9      for  x > 1

A) -1, 1 B) -1, 0, 1 C) 1 D) None

3) f(x) = 

x3,
-2x,
5,
0,

x <  0
0 ≤ x < 2
x > 2
x = 2

A) 2 B) 0, 2 C) 0 D) None

4) f(x) = 

-x2 + 1,
2x,
-2x + 4
3,

 x ≤ 0
0 < x ≤ 1
1 < x < 3
x ≥ 3

A) 0, 3 B) 0, 1, 3 C) 0, 1 D) 1, 3

8 *Sketch Graph of Function

SHORT ANSWER.  Write the word or phrase that best completes each statement or answers the question.

Sketch the graph of a function f that satisfies the given conditions.

1) (a) Domain of f is [-10, 10].
(b) f is discontinuous  at -1 and 6
(c) f is right continuous at -1 and left continuous at 6

2) (a) Domain of f is [-11, 11].
(b) f is discontinuous  at -1 and 4
(c) f is left continuous at -1 and right continuous at 4
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3) (a) Domain of f is [0, 2]
(b) f is continuous on (0, 2]
(c) f is not continuous on [0, 2]

4) (a) Domain of f is [0, 16]
(b) f is continuous  on [0, 6) and [6, 16]
(c) f is not continuous on [0, 16]

5) (a) Domain of f is [2, 9]
(b) f is continuous  on (2, 9)
(c) f is not continuous on [2, 9]

9 Determine If Discontinuity Is Removable or Nonremovable

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Determine whether the function is continuous at the given point c. If the function is not continuous, determine whether
the discontinuity is removable or nonremovable.

1) f(x) = tan x; c = π
2

A) Discontinuous; nonremovable B) Continuous

C) Discontinuous; removable define f π
2
 = 0 D) Discontinuous; removable define f π

2
 = 1

2) f(x) =  tan x
x

; c = 0

A) Discontinuous; removable define f(0) = 1 B) Discontinuous; removable define f(0) = 0

C) Discontinuous; nonremovable D) Continuous

3) f(x) = 1 - cos x
x

; c = 0

A) Discontinuous; removable define f(0) = 0 B) Continuous

C) Discontinuous; nonremovable D) Discontinuous; removable define f(0) = 1

4) f(x) = x
2 - 9
x - 3

; c = 3

A) Discontinuous; removable, define f(3) = 6 B) Discontinuous; removable, define f(3) = 3

C) Discontinuous; nonremovable D) Continuous

5) f(x) =  x
x - 7

; c = 7

A) Discontinuous; nonremovable B) Discontinuous; removable, define f(7) = 7

C) Discontinuous; removable, define f(7) = 14 D) Continuous
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6) f(x) =  49 - x
7 -  x

; c = 49

A) Discontinuous; removable, define f(49) = 14 B) Discontinuous; removable, define f(49) = 7

C) Discontinuous; nonremovable D) Continuous

7) f(x) = cos  1
x
; c = 0

A) Discontinuous; nonremovable B) Discontinuous; removable, define f(0) = 0

C) Discontinuous; removable, define f(0) = 1 D) Continuous

8) f(x) =  sin x
7x

; c = 0

A) Discontinuous; removable, define f(0) = 1
7

B) Discontinuous; removable, define f(0) = 1

C) Discontinuous; nonremovable D) Continuous

9) f(x) = x cos  1
x
; c = 0

A) Discontinuous; removable, define f(0) = 0 B) Discontinuous; nonremovable

C) Discontinuous; removable, define f(0) = 1 D) Continuous

10) f(x) = x
2 + 7x - 8
x - 1

; c = 1

A) Discontinuous; removable, define f(1) = 9 B) Discontinuous; removable, define f(1) = 7

C) Discontinuous; nonremovable D) Continuous
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10 Solve Apps: Continuity

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Solve the problem.

1) Assume it costs 25 cents to mail a letter weighing one ounce or less, and then 20 cents for each additional ounce
or fraction of an ounce. Let L(x) be the cost of mailing a letter weighing x ounces. Graph y = L(x). Find the
intervals on which L(x) is continuous.

x

y

x

y

A)

x1 2 3 4 5

y
0.9
0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

x1 2 3 4 5

y
0.9
0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

L(x) is continuous on the intervals (0, 1], (1, 2], (2, 3], . . .

B)

x1 2 3 4 5

y
0.9
0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

x1 2 3 4 5

y
0.9
0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

L(x) is continuous on the intervals [0, 1), [1, 2), [2, 3), . . .
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C)

x1 2 3 4 5 6

y1.1
1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

x1 2 3 4 5 6

y1.1
1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

L(x) is continuous on the intervals (0, 1], (1, 2], (2, 3], . . .

D)

x1 2 3 4 5 6

y1.1
1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

x1 2 3 4 5 6

y1.1
1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

L(x) is continuous on the intervals [0, 1), [1, 2), [2, 3), . . .

2) Suppose a car rental company charges $98 for the first day and $48 for each additional or partial day. Let C(x)
be the cost of renting a car as a function of the number of days. Graph y = C(x).  Find the intervals on which the
function is continuous.

x

y

x

y
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A)

x1 2 3 4

y

400

300

200

100

x1 2 3 4

y

400

300

200

100

C(x) is continuous on the intervals (0, 1], (1, 2], (2, 3], . . .

B)

x1 2 3 4

y

400

300

200

100

x1 2 3 4

y

400

300

200

100

C(x) is continuous on the intervals [0, 1), [1, 2), [2, 3), . . .

C)

x1 2 3 4

y

400

300

200

100

x1 2 3 4

y

400

300

200

100

C(x) is continuous on the intervals [0, 1), [1, 2), [2, 3), . . .
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D)

x1 2 3 4

y

400

300

200

100

x1 2 3 4

y

400

300

200

100

C(x) is continuous on the intervals (0, 1], (1, 2], (2, 3], . . .

3) The graph below shows the amount of income tax that a single person must pay on his or her income when
claiming the standard deduction. Identify the income levels where discontinuities occur and explain the
meaning of the discontinuities.

20 40 60 80 100 120 140

40

30

20

10

Income (thousands of $)

In
co

m
e 

Ta
x 

(th
ou

sa
nd

s o
f $

)

20 40 60 80 100 120 140

40

30

20

10

Income (thousands of $)

In
co

m
e 

Ta
x 

(th
ou

sa
nd

s o
f $

)

A) Discontinuities at x = $22,000, x = $44,000, and x = $60,000. Discontinuities represent boundaries between
tax brackets.

B) Discontinuities at x = $44,000 and x = $60,000. Discontinuities represent boundaries between tax brackets.

C) Discontinuities at x = $22,000, x = $44,000, and x = $60,000. Discontinuities represent tax cheating on the
part of high-income earners.

D) Discontinuities at x = $44,000 and x = $60,000. Discontinuities represent tax shelters.
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4) In order to boost business, a ski resort in Vermont is offering rooms for $125 per night with every fourth night
free. Let C(x) represent the total cost of renting a room for x days. Sketch a graph of C(x) on the interval (0, 6]
and determine the intervals on which the function is continuous.

A)

x1 2 3 4 5 6 7 8 9

C(x)

750

625

500

375

250

125

x1 2 3 4 5 6 7 8 9

C(x)

750

625

500

375

250

125

C(x) is continuous on (0, 1], (1, 2],
(2, 4], (4, 5], (5, 6], . . .

B)

x1 2 3 4 5 6 7 8 9

C(x)

750

625

500

375

250

125

x1 2 3 4 5 6 7 8 9

C(x)

750

625

500

375

250

125

C(x) is continuous on [0, 1), [1, 2),
[2, 4), [4, 5), [5, 6), . . .

C)

x1 2 3 4 5 6 7 8 9

C(x)

750

625

500

375

250

125

x1 2 3 4 5 6 7 8 9

C(x)

750

625

500

375

250

125

C(x) is continuous on (0, 1], (1, 2],
(2, 3], (3, 5], (5, 6], . . .

D)

x1 2 3 4 5 6 7 8 9

C(x)

750

625

500

375

250

125

x1 2 3 4 5 6 7 8 9

C(x)

750

625

500

375

250

125

C(x) is continuous on (0, 1], (1, 2],
(2, 3], (3, 4], (4, 5], (5, 6], . . .
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5) Suppose that the cost, p, of shipping a 3-pound parcel depends on the distance shipped, x, according to the
function p(x) depicted in the graph. Is p continuous at x = 50? at x = 500? at x = 1500? at x = 3000?

A) Yes; no; yes; no B) Yes; no; no; no C) No; no; yes; no D) Yes; yes; yes; no

11 Find Value to Make Function Continuous

MULTIPLE CHOICE.  Choose the one alternative that best completes the statement or answers the question.

Find a value for a so that the function f(x) is continuous.

1) f(x) =  x2 - 7, x < 4
5ax, x ≥ 4

A) a =  9
20

B) a = 4
5

C) a = 9 D) a = 11

2) f(x) =  x2 + x + a, x < -2
x3, x ≥ -2

A) a = -10 B) a = -8 C) a = 2 D) a = -6

12 *Know Concepts: Continuity

SHORT ANSWER.  Write the word or phrase that best completes each statement or answers the question.

Provide an appropriate response.

1) Use the Intermediate Value Theorem to prove that 8x3 - 10x2 - 9x - 5 = 0 has a real solution  between  1 and 2.

2) Use the Intermediate Value Theorem to prove that  8x4 + 3x3 + 8x - 7 = 0 has a real solution  between  -2 and
-1.

3) Use the Intermediate Value Theorem to prove that  (cos t) t2 - 2 sin2 t - 14 = 0 has a real solution between 0 and
2π.

4) Prove that if f is continuous on [4, 5] and satisfies 4 < f(x) < 5 there, then f has a fixed point; that is, there is a
number c in [4, 5] such that f(c) = c.
[Hint: Apply the Intermediate Value Theorem to g(x) = x - f(x).]

5) Let f(x) =  1
x - 4

 . Then f(-17) = -  1
21
 and f(17) =  1

13
 . Does the Intermediate Value Theorem imply the existence

of a number c between -17 and 17 such that f(c) = 0? Explain.
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6) One Saturday, Anna hiked a mountain trail of length 11 miles. She set off at 9 a.m. and returned at 3 p.m. She
went home and told her friend Kate about the trail. Kate hiked the same trail the next Saturday, leaving at 10
a.m. and returning at 2 p.m. Show that there is some point along the trail where both hikerʹs watches showed
the same time. Assume that both watches  show the correct time.

7) Give an example of a function f(x) such that g(x) = f(x) is continuous on the interval [0, 10] but f(x) is not
continous on the interval [0, 10].

8) A function y = f(x) is continuous on [-5, 3].  It is known to be positive at x = -5 and negative at x = 3.  What, if
anything, does this indicate about the equation f(x) = 0?  Illustrate with a sketch.

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

10
8
6
4
2

-2
-4
-6
-8

-10

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

10
8
6
4
2

-2
-4
-6
-8

-10

9) If functions f(x) and g(x) are continuous for 0 ≤ x ≤ 8, could  f(x)
g(x)

 possibly be discontinuous at a point of [0, 8]?

Provide an example.

10) Give an example of a function f(x) that is continuous at all values of x except at x = 3, where it has a removable
discontinuity.  Explain how you know that f is discontinuous at x = 3 and how you know the discontinuity is
removable.

11) Give an example of a function f(x) that is continuous for all values of x except x = 9, where it has a
nonremovable discontinuity.  Explain how you know that f is discontinuous at x = 9 and why the discontinuity
is nonremovable.
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Ch. 2 Limits
Answer Key

2.1 Introduction to Limits
1 Find Limit Algebraically I

1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

2 Find Limit Algebraically II
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A

3 Tech: Find Limit by Graphing Function
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A

4 Find Limit/Function Value from Graph
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A
11) A

5 Find Limit of Piecewise/Greatest Int/Abs Value Func by Graphing
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
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6 Find Limit: Absolute Value/Radicals/Greatest Int Func
1) D
2) A
3) A
4) D
5) A
6) D
7) D
8) A

7 Find Limit of Greatest Integer Function
1) A
2) D
3) D
4) A
5) A
6) D
7) A
8) D
9) A
10) D

8 Tech: Find Limit
1) D
2) A
3) A
4) D
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A

9 *Know Concepts: Introduction to Limits
1) A
2) A
3) Answers will vary. Possible answer:

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y

6

4

2

-2

-4

-6

x-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

y

6

4

2

-2

-4

-6
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4) Answers will vary. Possible answer:

x-3 -2 -1 1 2 3

y10

8

6

4

2

-2
x-3 -2 -1 1 2 3

y10

8

6

4

2

-2

5) Answers will vary. Possible answer:

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y

10

-10

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y

10

-10

6) Answers will vary. Possible answer:

t-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

d6
5
4
3
2
1

-1
-2
-3
-4
-5
-6

t-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

d6
5
4
3
2
1

-1
-2
-3
-4
-5
-6

2.2 Rigorous Study of Limits
1 Write Epsilon-Delta Definition of Statement

1) A
2) A
3) A
4) A
5) A

2 Use Graph to Find Delta
1) A
2) A
3) A
4) A

3 Find Appropriate Delta by Graphing
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
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6) A
4 *Give an Epsilon-Delta Proof of Limit Fact

1) Let ε > 0 be given. Choose δ =  ε/5. Then 0 < x - 6 < δ implies that

   
(5x - 1) - 29 =  5x - 30

=  5(x - 6)
= 5 x - 6  <  5δ = ε

Thus, 0 <  x - 6  < δ implies that  (5x - 1) - 29   < ε
2) Let ε > 0 be given. Choose δ =  ε. Then 0 <  x - 3 < δ implies that

   

x2 - 9
x - 3

 - 6 =  (x - 3)(x + 3)
x - 3

 - 6

=  (x + 3) - 6       for x ≠ 3
=  x  - 3  <  δ = ε

Thus, 0 <  x - 3  < δ implies that  x
2 - 9
x - 3

 - 6   < ε

3) Let ε > 0 be given. Choose δ =  ε/3. Then 0 < x - 4 < δ implies that

   

3x2 - 8x- 16
x - 4

 - 16 =  (x - 4)(3x + 4)
x - 4

 - 16

=  (3x + 4) - 16       for x ≠ 4
=  3x  - 12
=  3(x  - 4)
= 3 x  - 4   <  3δ = ε

Thus, 0 <  x - 4  < δ implies that  3x
2 - 8x- 16
x - 4

 - 16   < ε

4) Let ε > 0 be given. Choose δ =  ε 5/ 6. Then 0 <  x - 5  < δ implies that

   

6x -  30 =  6 ( x -  5 )

=  6  ( x -  5 )( x +  5 )
x +  5

=  6  x - 5
x +  5

=  6  x - 5
x +  5

≤  6  x - 5
5
 <  6 δ

5
 = ε

Thus, 0 <  x - 5  < δ implies that  6x -  30   < ε
5) Let ε > 0 be given. Choose δ =  min{1, ε/11}.

Then 0 <  x - 3  < δ implies that

   

(x2 + 4x - 18) - 3 =  x2 + 4x - 11
=  x  + 7    x  - 3

< 11 ·  ε
11
  = ε

Thus, 0 <  x - 3  < δ implies that  (x2 + 4x - 18) - 3   < ε
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6) Let ε > 0 be given. Choose δ =  min{5/2, 25ε/2}. Then 0 <  x - 5  < δ implies that

   

1
x
- 1
5

=  5 - x
5x

=   1
x
 · 1
5
 ·  x - 5

<  1
5/2
 · 1
5
 · 25ε

2
 = ε

Thus, 0 <  x - 5  < δ implies that     1
x
 - 1

5
  < ε

7) Let ε > 0 be given. Choose δ =  
4
ε. Then 0 <  x - 0  < δ implies that

   

x4 - 0 =  x4

=   x 4

<  δ4

= (
4
ε)
4

= ε
Thus, 0 <  x - 0  < δ implies that   x4 - 0  < ε

8) Let ε > 0 be given. Choose δ = ε4 . Then 0 < x - 0  < δ implies that

   

4
x - 0 = 

4
x

< 
4
δ

= 
4
ε4

= ε

Thus, 0 < x - 0  < δ implies that   
4
x - 0  < ε

9) First prove  lim
x→7+

x - 7  = 0

Let ε > 0 be given. Choose δ =  ε. Then 0 < x - 7 < δ implies that

   
   x - 7  - 0 = x - 7

< δ
= ε

Thus, 0 < x - 7 < δ implies that      x - 7  - 0   < ε
So,  lim

x→7+
x - 7  = 0

Now prove  lim
x→7-

x - 7  = 0

Let ε > 0 be given. Choose δ =  ε. Then 0 < 7 - x < δ implies that

   
   x - 7  - 0 = 7 - x

< δ
= ε

Thus, 0 < 7 - x < δ implies that      x - 7  - 0   < ε
So,  lim

x→7-
x - 7  = 0

Therefore,  lim
x→7

x - 7  = 0

2.3 Limit Theorems
1 Find Limit Using Main Limit Theorem

1) A
2) A
3) A
4) A
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5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

2 Find Limit of Rational Function Using Main Limit Theorem
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

3 Evaluate Limit Using Limit Rules
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

4 Find Limit of Average Rate of Change
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A

5 Find One-Sided Limit
1) A
2) D
3) D
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

6 Know Concepts: Limit Theorems
1) A
2) A
3) A
4) A
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2.4 Limits at Infinity; Infinite Limits
1 Find Limit at Infinity I

1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A
11) A

2 Find Limit at Infinity II
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

3 Find Limit at Infinity III
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

4 Find Limit as Denominator Approaches Zero I
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A

5 Find Limit as Denominator Approaches Zero II
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
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6 Find Horizontal and Vertical Asymptotes and Graph
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A

7 Find Limit at Infinity of Sine/Cosine Function
1) D
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) D
9) A
10) A
11) A

8 Tech: Find Limit at Infinity
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A
11) A

9 Tech: Find One-Sided Limit
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A

10 Know Concepts: Limits at Infinity
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A

2.5 Limits Involving Trigonometric Functions
1 Evaluate Limit Involving Trig Functions I

1) A
2) A
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3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

2 Evaluate Limit Involving Trig Functions II
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A

3 Use Squeeze Theorem to Find Limit
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A

4 *Use Squeeze Theorem to Prove Limit

1)

x-2 -1 1 2

y

2

1

-1

-2

x-2 -1 1 2

y

2

1

-1

-2

From the graph, it can be seen that the graph of f(x) = x cos (1/x2) is between the graphs of l(x) = - x  and u(x) =  x  .
Also  lim

x→0
x  = 0 and  lim

x→0
(- x ) = 0. Since the graph of f(x) = x cos (1/x2) is squeezed between the graphs of

l(x) = - x  and u(x) =  x , both of which go to 0 as x→0, by the Squeeze Theorem we can conclude that  lim
x→0

f(x) = 0 .
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2)

x-2 -1 1 2

y

2

1

-1

-2

x-2 -1 1 2

y

2

1

-1

-2

From the graph, it can be seen that the graph of f(x) = x sin (1/x3) is between the graphs of l(x) = - x  and u(x) =  x  .
Also  lim

x→0
x  = 0 and  lim

x→0
(- x ) = 0. Since the graph of f(x) = x sin (1/x3) is squeezed between the graphs of l(x) = -

x  and u(x) =  x , both of which go to 0 as x→0, by the Squeeze Theorem we can conclude that  lim
x→0

f(x) = 0 .

3)

x-4 -2 2 4

y

4

2

-2

-4

x-4 -2 2 4

y

4

2

-2

-4

From the graph, it can be seen that the graph of f(x) = (1 - cos x)/x is between the graphs of l(x) = - x  and u(x) =  x  .
Also  lim

x→0
x  = 0 and  lim

x→0
(- x ) = 0. Since the graph of f(x) = (1 - cos x)/x is squeezed between the graphs of

l(x) = - x  and u(x) =  x , both of which go to 0 as x→0, by the Squeeze Theorem we can conclude that  lim
x→0

f(x) = 0 .
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4)

x-4 -2 2 4

y

2

1

-1

-2

x-4 -2 2 4

y

2

1

-1

-2

From the graph, it can be seen that the graph of f(x) = sin x/x is between the graphs of l(x) = 1 - x
2
2
 and u(x) = 1. Also

lim
x→0

l(x) = 1 and  lim
x→0

u(x) = 1. Since the graph of f(x) = sin/x is squeezed between the graphs of l(x) = 1 - x
2
2
 and

u(x) = 1, both of which go to 1 as x→0, by the Squeeze Theorem we can conclude that  lim
x→0

f(x) = 1.

5)
x-8 -4 4 8

y

16

12

8

4

x-8 -4 4 8

y

16

12

8

4

From the graph, it can be seen that the graph of f(x) = 9 +  sin x
x
 is between the graphs of l(x) = 10 - x2 and u(x) = 10.

Also  lim
x→0

l(x) = 10  and  lim
x→0

u(x) = 10. Since the graph of f(x) = 9 +  sin x
x
 is squeezed between the graphs of l(x) = 10

- x2 and u(x) = 10, both of which go to 10 as x→0, by the Squeeze Theorem we can conclude that  lim
x→0

f(x) = 10.
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6)
x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y

16

12

8

4

x-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

y

16

12

8

4

From the graph, it can be seen that the graph of f(x) = 3 + cos2 x is between the graphs of l(x) = 4 - x2 and u(x) = 4.
Also  lim

x→0
l(x) = 4  and  lim

x→0
u(x) = 4. Since the graph of f(x) = 3 + cos2x is squeezed between the graphs of

l(x) = 4 - x2 and u(x) = 4, both of which go to 4 as x→0, by the Squeeze Theorem we can conclude that  lim
x→0

f(x) = 4.

5 *Know Concepts: Limits Involving Trig Functions
1) Let h = t - c. Then

lim
t→c

tan t = lim
h→0

tan(c + h)

=  lim
h→0

tan c + tan h
1 - tan c tan h

  Addition Identity

= 

lim
h→0

(tan c + tan h)

lim
h→0

(1 - tan c tan h)
Main Limit Theorem

= 

tan c + lim
h→0

(tan h)

1 - tan c · lim
h→0

(tan h)
Main Limit Theorem

   =  tan c + 0
1 - tan c · 0

    = tan c
2) Let h = t - c. Then

lim
t→c

cos t = lim
h→0

cos(c + h)

=  lim
h→0

(cos c cos h - sin c sin h)   Addition Identity

= cos c ·  lim
h→0

cos h  - sin c ·  lim
h→0

sin h   Main Limit Theorem

   = cos c · 1 - sin c · 0
    = cos c

2.6 Natural Exponential, Natural Log, and Hyperbolic Functions
1 Simplify Exp/ln Expression

1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
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7) A
8) A
9) A
10) A

2 Match Graph with Exp/ln Function
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A

3 Use Graph of y = ln (x) to Graph Function
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A

4 Find Limit
1) A
2) A
3) A
4) A

5 Use Properties of Natural Log
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A

6 Write Expression as Single Natural Log
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A

7 Solve Apps: Compound Interest
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
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8) A
9) A
10) A
11) A

8 Tech: Use Change of Base Formula
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A

9 Solve Exponential Equation Using Natural Log
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A

10 *Verify Identity Containing Hyperbolic Functions

1) cosh 5x - sinh 5x = e
5x + e-5x

2
 - e

5x - e-5x
2

 = 2e
-5x
2

 = e-5x

2) cosh 5x + sinh 5x = e
5x + e-5x

2
 + e

5x - e-5x
2

 = 2e
5x
2
 = e5x

3) sinh2x = e
2x - 2 + e-2x

4
 = e

2x + e-2x - 2
4

= 

1
2
 · (e2x + e-2x - 2)

1
2
 · 4

Multiply top and bottom by  1
2

= 

e2x + e-2x
2

 - 1

2
    

= cosh 2x - 1
2

4) cosh2x = e
2x + 2 + e-2x

4
 = e

2x + e-2x + 2
4

= 

1
2
 · (e2x + e-2x + 2)

1
2
 · 4

Multiply top and bottom by  1
2

= 

e2x + e-2x
2

 + 1

2
    

= cosh 2x + 1
2
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5)  sinh x cosh y + cosh x sinh y = e
x - e-x
2

 · e
y + e-y
2

 + e
x + e-x
2

 · e
y - e-y
2

= e
x+y + ex-y - e-x+y - e-x-y

4
 + e

x+y - ex-y + e-x+y - e-x-y
4

= 2e
x+y  - 2e-x-y

4

= e
(x+y)  - e-(x+y)

2
= sinh (x + y)

6) cosh x cosh y - sinh x sinh y = e
x + e-x
2

 · e
y + e-y
2

 - e
x - e-x
2

 · e
y - e-y
2

= e
x+y + ex-y + e-x+y + e-x-y

4
 - e

x+y - ex-y - e-x+y + e-x-y
4

= 2e
x-y  + 2e-x+y

4

= e
(x-y)  + e-(x-y)

2
= cosh (x - y)

7) 1 - sech2x = 1 -  2
ex + e-x

2

= 1 -  4
e2x + 2 + e-2x

= e
2x + 2 + e-2x - 4
e2x + 2 + e-2x

= e
2x - 2 + e-2x

e2x + 2 + e-2x

=  (e
x - e-x)2

(ex + e-x)2

= 

(ex - e-x)2

4

(ex + e-x)2

4

Divide top and bottom by 4

=  sinh
2x

cosh2x

= tanh2x
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8) 1 + csch2x = 1 +  2
ex - e-x

2

= 1 +  4
e2x - 2 + e-2x

= e
2x - 2 + e-2x + 4
e2x - 2 + e-2x

= e
2x + 2 + e-2x

e2x - 2 + e-2x

=  (e
x + e-x)2

(ex - e-x)2

= 

(ex + e-x)2

4

(ex - e-x)2

4

Divide top and bottom by 4

= cosh
2x

sinh2x

= coth2x

9) 2 tanh x
1 + tanh2x

 = 

2 sinh x
cosh x

1 +  sinh
2 x

cosh2 x

=   2 sinh x cosh x
cosh2 x + sinh2 x

Multiply top and bottom by cosh2x

=  
2 ·  (e

x - e-x)
2

 ·  (e
x + e-x)
2

e2x + 2 + e-2x
4

 + e
2x - 2 + e-2x

4

= 

(e2x - e-2x)
2

e2x + e-2x
2

=   sinh 2x
cosh 2x

= tanh 2x
2.7 Continuity of Functions
1 Determine If Function Is Continuous

1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A

2 Determine If Piecewise Function Is Continuous
1) A
2) A
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3) A
4) A
5) A

3 Find Points of Discontinuity from Graph
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A

4 Determine Intervals on Which Function Is Continuous from Graph
1) A
2) A
3) A
4) A

5 Define Function to Extend Continuity
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A

6 Find Points of Discontinuity from Equation
1) A
2) A
3) A
4) D
5) A
6) A
7) A
8) A
9) D
10) A

7 Find Points of Discontinuity from Eqn (Piecewise/Greatest Int Func)
1) A
2) A
3) A
4) A
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8 *Sketch Graph of Function
1) Answers will vary. Possible answer:

x-15 -12 -9 -6 -3 3 6 9 12 15

y10

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

-10

x-15 -12 -9 -6 -3 3 6 9 12 15

y10

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

-10

2) Answers will vary. Possible answer

x-15 -12 -9 -6 -3 3 6 9 12 15

y10

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

-10

x-15 -12 -9 -6 -3 3 6 9 12 15

y10

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

-10

3) Answers will vary. Possible answer:

x1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y11
10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

x1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y11
10

9

8

7

6

5

4

3

2

1
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4) Answers will vary. Possible answer:

x2 4 6 8 10 12 14 16

y9

8

7

6

5

4

3

2

1

x2 4 6 8 10 12 14 16

y9

8

7

6

5

4

3

2

1

5) Answers will vary. Possible answer:

x2 4 6 8 10 12 14 16

y

8

7

6

5

4

3

2

1

x2 4 6 8 10 12 14 16

y

8

7

6

5

4

3

2

1

9 Determine If Discontinuity Is Removable or Nonremovable
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A

10 Solve Apps: Continuity
1) A
2) A
3) A
4) A
5) A

11 Find Value to Make Function Continuous
1) A
2) A

12 *Know Concepts: Continuity
1) Let f(x) = 8x3 - 10x2 - 9x - 5 and let W = 0.  f(1) = -16 and f(2) =  1. Since f is continuous on [1 , 2] and since W = 0 is

between f(1) and  f(2), by the Intermediate Value Theorem, there exists a  c in the interval (1 , 2) with the property that
f(c) = 0. Such a  c is a solution to the equation 8x3 - 10x2 - 9x - 5 = 0.
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2) Let f(x) = 8x4 + 3x3 + 8x - 7 and let W = 0.  f(-2) = 81  and f(-1) =  -10. Since f is continuous on [-2 , -1] and since W =
0 is between f(-2) and  f(-1), by the Intermediate Value Theorem, there exists a  c in the interval (-2 , -1) with the
property that f(c) = 0. Such a  c is a solution to the equation 8x4 + 3x3 + 8x - 7 = 0.

3) Let f(x) =  (cos t)t2 - 2 sin2t - 14 and let W = 0.

 f(0) = -14  and f(2π) =  4π2 - 14 which is > 0.
Since f is continuous on [0, 2π] and since W = 0 is between f(0) and  f(2π), by the Intermediate Value Theorem, there
exists a  c in the interval (0 , 2π) with the property that f(c) = 0. Such a  c is a solution to the equation (cos t)t2 - 2 sin2 t
- 14 = 0.

4) Let g(x) = x - f(x). Since f(x) is continuous on [4, 5] , then g(x) = x - f(x) is also continuous on [4, 5]  by the Continuity
Under Function Operations Theorem.
g(4) = 4 - f(4) which is < 0 since f(4) > 4. g(5) = 5 - f(5) which is > 0 since f(5) < 5. .
Since W = 0 is between g(4) and  g(5), by the Intermediate Value Theorem, there exists a  c in the interval (4 , 5) with
the property that g(c) = 0. Then c - f(c) = 0 which implies that f(c) = c.

5) No.  f(x) =  1
x - 4

 is not continuous at x = 4, so f(x) is not continuous on the interval [-17, 17], therefore the Intermediate

Value Theorem does not apply.
6) Let x be the distance from the starting point and let f(x) be the time on Annaʹs watch as she hiked the trail. Let g(x) be

the time on Kateʹs watch as she hiked the trail. Let h(x) = f(x) - g(x). Then since f(x) and g(x) are both continuous on [0,
11], h(x) is also continuous on [0, 11] by the Continuity Under Function Operations Theorem. 
h(0) = 9 - 10 = -1. h(11) = 3 - 2 = 1. Since W = 0 is between h(0) and  h(11), by the Intermediate Value Theorem, there
exists a  c in the interval (0 , 11) with the property that h(c) = 0. Then f(c) - g(c) = 0 which implies that f(c) = g(c). In
other words, at the point c, the time on Annaʹs watch is equal to the time on Kateʹs watch.

7) Answers will vary. Possible answer:

f(x) =
 

   -x      0 ≤ x < 5

   5        5 ≤ x ≤ 10
8) The Intermediate Value Theorem implies that there is at least one solution to f(x) = 0 on the interval  -5, 3 .

Possible graph:

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

10
8
6
4
2

-2
-4
-6
-8

-10

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

10
8
6
4
2

-2
-4
-6
-8

-10

9) Yes, if g(x) = 0 at a point in [0, 8]. For example, if f(x)  = 1 and g(x) = x - 4, then h(x) =  1
x - 4

 is discontinuous at x = 4.

10) Answers will vary. Possible answer: Let f(x) =  sin (x - 3)
(x - 3)

 be defined for all x ≠ 3.  The function f is continuous for all

x ≠ 3.  The function is not defined at x = 3 because division by zero is undefined; hence f is not continuous at x = 3.

This discontinuity is removable because  lim
x → 3

sin (x - 3)
x - 3

 = 1.  (We can extend the function to x = 3 by defining its

value to be 1.)
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11) Answers will vary. Possible answer: Let f(x) =  1
(x - 9)2

, for all x ≠ 9.  The function f is continuous for all x ≠ 9, and

lim
x → 9

1
(x - 9)2

 = ∞.  As f is unbounded as x approaches 9, f is discontinuous at x = 9, and, moreover, this

discontinuity is nonremovable.
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